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Tratamento Estat́ıstico de Dados

em F́ısica

Métodos Probabiĺısticos de Simulação

• Experimento de Buffon
• Monte Carlo
• Métodos Diretos
• Método da Rejeição
• Método de Metropolis
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Experimento de Buffon

θl/2 sen 

θ

 l≥d 

x

comprimento da agulha

l/2
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• configuração: θ → (0, π) e x → (0, d/2)

• condição para interceptação: x < (ℓ/2)senθ
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N → número de tentativas

m → número de interceptações

• probabilidade: p = m/N (exp.)

• probabilidade: p = I/A (teor.)

I =

∫ π

0

ℓ

2
senθ dθ = ℓ e A = πd/2
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• estimativa para pi: π =

(
2N

m

)(
ℓ

d

)

• estimativa para integral: I = A
m

N
=

πd

2

(m

N

)

• para Nexp repetições do experimento de N lançamentos

o número de interceptações obedecerá a uma distribuição binomial

Nexp × B(m|N, p) = Nexp × N !

(N − m)!m!
pm(1 − p)(N−m)
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• distribuição de valores de θ aceitos: proporcional à curva (senoidal)
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χ2 =

N∑

i=0

(mi − mesp)2

mesp
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Estimativas e Erros

d = ℓ → p = 2/π = 0.63662 (teor.) e A = π/2

π =
2N

m
e I =

π

2

(m

N

)

(I ≈ 1)

• µ = 〈m〉 = Np = m e σm =
√

Np(1 − p)

• σπ = π
σm

m
=

π

Np

√

Np(1 − p) =
π

N

√
1

p
− 1

π = 2
N

m
± 2.37√

N
(teor.)

π = 2
N

m
± 2

N

m

√

1

m
− 1

N
(exp. – N >> 1)

24 de agosto de 2009 Pós-graduação/IFADT/UERJ Página 10



Tratamento de Dados V. Oguri & A. Santoro'

&

$

%
24 de agosto de 2009 Pós-graduação/IFADT/UERJ Página 11



Tratamento de Dados V. Oguri & A. Santoro'

&

$

%

• σI =
π

2

σm

N
=

π

2

m

N
︸︷︷︸

≈1

σm

m
=

σπ

π

I =
π

2

m

N
± 0.76√

N
(teor.)

I =
π

2

m

N
±

√

1

m
− 1

N
(exp. – N >> 1)
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Monte Carlo

• método numérico probabiĺıstico de simulação

difusão de nêutrons (Fermi -1934)

problemas probabiĺısticos e determińısticos (von Neumann,

Metropolis e Ulam - 1949)

• distribuições uniformes de números aleatórios → geração de eventos

ou quantidades (integrais) associadas a um processo aleatório

seqüências {r1, r2, . . .} de números aleatórios distribúıdos

uniformemente no intervalo (0, 1) → seqüência {x1, x2, . . .} de

números aleatórios distribúıdos de acordo com uma dada pdf num

intervalo (a, b)
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Métodos Diretos

• {ri} e {xi} conjuntos de eventos equivalentes → probabilidade de

ocorrência de ri no intervalo (r, r + dr) = probabilidade de

ocorrência de xi no intervalo [x(r), x(r) + dx]

r =

∫ x(r)

a

f(x′) dx′ r ∈ (0, 1) (uniforme) → x(r) ∈ (a, b) segundo f(x)

Exemplo:

f(x) =
1

λ
e−x/λ (0,∞) → x(r) = −λ log r
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• Integrais definidas no intervalo (0, 1)

I =

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

u(x) f(x) dx = 〈f〉

onde u(x) - pdf de x, uniforme no intervalo (0,1)

podem ser calculadas a partir da média da seqüência

{h(x1), h(x2), . . .} gerada por uma grande amostra {xi} de úmeros

aleatórios distribúıdos uniformemente no intervalo (0,1).

〈f〉 =

∑N
i f(xi)

N

com incerteza

σI =
√

〈f2〉 − 〈f〉2
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Método da Rejeição

• Experimento de Buffon ⇐⇒ seqüência de tentativas de acertar um

alvo (região do espaço), a partir de disparos aleatórios distribúıdos

uniformemente numa região que englobe o alvo.

1) A partir de duas seqüências {ri
1} e {rj

2} de números aleatórios

distribúıdos uniformemente no intervalo (0,1) → duas seqüências

{x1, x2, . . . , xN} e {y1, y2, . . . , yN} uniformes nos intervalos (a, b) e

(0, fmax), segundo x = r1(b − a) + a e y = r2fmax

2) Conjunto {xi} dos pontos que satisfazem y < f(x) estarão

distribúıdos segundo f(x).
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3) Se m é o número de pontos na região do alvo, para um grande

número (N) de tentativas, a probabilidade (ǫ = m/N) a posteriori

(eficiência) tenderá à probabilidade (p = I/A) geométrica (teórica).

A = fmax (b − a) é a área do retângulo que engloba o alvo e I a área da

região que constitui o alvo, limitada pela curva f(x), pelas retas x = a e

x = b e pelo eixo das abscissas.

Estimativa para a integral de f(x) no intervalo (a, b)

I =

∫ b

a

f(x) dx = A
m

N
= fmax(b − a)

m

N
(N >> 1)
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Incerteza do número (m = Np) de pontos na região do alvo:

σm =
√

Np(1 − p

Incerteza (σI = I σm

m ) na estimativa da integral (I = Am
N )

σI =
A

N

√

Np(1 − p) =
A√
N

√
m

N

(

1 − m

N

)
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