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1 Introducao

A Mecanica Quantica foi criada e desenvolvida, no inicio do século XX, para resolver
os problemas associados aos sistemas (microscépicos) atéomicos, moleculares e nucleares.
Utilizando-se de métodos probabilisticos, a teoria estabelece os fundamentos para a abordagem
de fenémenos que ocorrem em dimensoes da ordem de 1076 a 1073 cm, e intervalos de tempo
da ordem de 1078 s.

1.1 Processos aleatorios

Os fendmenos fisicos podem ser classificados como processos deterministicos ou aleatérios.
Se os efeitos associados a um fenomeno devido a determinadas influéncias ou causas sao
inequivocamente previsiveis, diz-se que os processos envolvidos sao deterministicos. Por outro
lado, se os efeitos associados a um fendomeno nao sao exatamente previsiveis, mas podem
ser associados a certas expectativas relativas de ocorréncia ou probabilidades, os processos
envolvidos sao ditos aleatorios.

Em geral, a nao previsibilidade dos efeitos de um fendémeno esti associada a processos
complexos que envolvem a interacao de um grande ntimero de sistemas simples. Nesse sentido,
até o surgimento da Mecanica Quéntica, em 1926, as teorias fisicas probabilisticas que descreviam
fendmenos ou sistemas fisicos, por envolverem um grande ntmero de particulas, eram também
teorias estatisticas. Assim, o conceito de probabilidade estava vinculado ao comportamento
estatistico das moléculas de um gas, ou a enorme quantidade de ntcleos que participam do
fenémeno da radioatividade.

Nao existe nenhum método para se prever exatamente quantos atomos de radio se
desintegrarao em um dado intervalo de tempo, mas com base na observagao repetida de um
grande numero de desintegragdes de uma amostra, o neozelandés Ernest Rutherford (1871-
1937), em 1916, estabeleceu que a média dos intervalos de tempo entre sucessivas desintegragoes
tende a um valor que caracteriza a taxa de desintegracao de um ntcleo.

Uma vez que a teoria fundamental da Fisica Classica — a Mecanica de Newton — descreve o
comportamento de um sistema com um pequeno nimero de particulas por equacoes diferenciais,
pressupunha-se que esse comportamento seria completamente determinado por sua condicao
inicial.? A aleatoriedade e o acaso em um fenémeno, ou em um experimento, eram atribuidos
a incapacidade do observador determinar as condigoes iniciais, ou a complexidade dos arranjos
experimentais. Em principio, a partir de uma dada condigao inicial, uma teoria fundamental
causal como a Mecanica seria deterministica, e permitiria a predicao de somente um tnico
resultado para a evolucao de um sistema fisico. Portanto, teorias probabilisticas nao seriam
fundamentais, uma vez que poderiam admitir varios possiveis resultados para a evolugao de um
sistema, ao associar probabilidades a cada um desses possiveis resultados.?

2 . .~ . e e . . .
Caracterizado pelas posigoes e velocidades iniciais de suas particulas constituintes.

3 Sabe-se hoje que, mesmo para sistemas com poucos graus de liberdade descritos por teorias causais, em

principio, deterministicas, pequenas perturbagoes iniciais podem dar origem a fenémenos cadticos nao previsiveis.



1.2 Grandezas e variaveis aleatorias

Se as medidas associadas a uma grandeza nao sao inteiramente previsiveis quando efetuadas
sob as mesmas condigoes experimentais pré-determinadas, diz-se que a grandeza é uma variavel
aleatéria. No entanto, varidveis aleatérias nao se manifestam de modo totalmente imprevisivel,
uma vez que, em geral, seus valores ou medidas, além de limitados a um intervalo definido, estao
associados a certas expectativas de ocorréncia. A aleatoriedade significa uma impredicabilidade
parcial, tal que a ocorréncia de qualquer valor, em vez deterministicamente previsivel, é de certo
modo probabilisticamente previsivel , ou seja, a cada valor dentro desse intervalo atribui-se uma
medida da expectativa de sua ocorréncia.

1.3 Probabilidades a priori

A teoria de probabilidades teve sua origem na andlise dos jogos de azar, ao se quantificar a
expectativa de ocorréncia do resultado associado a um fenémeno nao aleatério, como um jogo
de cartas ou o lancamento de dados. Essa quantificacao iniciou-se com a correspondéncia entre
os matematicos franceses Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre Fermat (1601-1665), em 1654, e foi
sintetizada pelo também francés Pierre Simon Laplace (1749-1827), em sua cldssica obra Théorie
Analytique des Probabilités, em 1812.

Devido a essa génese, os conceitos e métodos probabilisticos elementares sao, usualmente,
apresentados a partir de problemas que envolvem processos combinatoriais.

1.3.1 Eventos equiprovavéis

Nesse sentido, o lancamento de dados proporciona um exemplo simples e acessivel para se
estudar e estabelecer as regras béasicas dos fenomenos aleatdrios ou do acaso.

Os tnicos resultados possiveis para os lancamentos de um dado sdo os nimeros naturais
{1,2,3,4,5,6}. Para um dado nao viciado, devido & simetria do problema, a probabilidade
a priori atribuida a ocorréncia de um determinado nimero possivel é igual a 1/6. Assim,
a definicdo de probabilidade, segundo Laplace, é dada pela razao entre o nimero de casos
favoraveis possiveis para a ocorréncia de um evento e o ntimero total de alternativas igualmente
possiveis, ou equiprovaveis.

P(i) = (i=1,2,3,4,5,6)

1
6
Assim, o cédlculo de probabilidades consiste na contagem das possibilidades de ocorréncia de

um evento. Mas, esse tipo de calculo ou estimativa é possivel somente em situagoes simples, nas
quais os possiveis resultados, igualmente provaveis, em nimero finito, sdo conhecidos a priori.

nimero de casos favordveis . L.
P(evento) = (probabilidade classica)

numero de casos possiveis

Um exemplo ainda mais simples de eventos equiprovaveis sao os lancamentos de uma
moeda. Nesse caso, a probabilidade associada a cada um dos dois tinicos resultados possiveis e
equiprovaveis, {cara, coroa}, é igual a 1/2, ou seja,



1.3.2 Regras basicas

A partir da analise de ocorréncia de eventos simples, no entanto, pode-se estabelecer as regras
bésicas para o calculo de probabilidades.

Por exemplo, no langamento de dados, a probabilidade de ocorréncia de um resultado (7)
maior que 4 é igual a probabilidade associada a a ocorréncia dos dois resultados 5 ou 6, entre
os seis igualmente possiveis e mutuamente excludentes,

2 1

ou seja, igual a soma das respectivas probabilidades,

R
==

P(5 ou 6) = P(5) + P(6) = 5

=

Por outro lado, a probabilidade de um resultado par, {2,4,6}, ou maior que 4, {5,6}, é dada

por
4 2
P(i:paroui>4):6:§

pois, entre os seis igualmente possiveis, mas nao mutuamente excludentes, os resultados distintos
sao {2,4,5,6}.

Nesse caso,

3 2
P(i:paroui>4):P(i:par)+P(i>4)—P(i:parei>4):6+6—

Assim, quando a ocorréncia de um evento implica necessariamente a nao ocorréncia do outro,
como a ocorréncia dos nimeros A = 5 ou B = 6 no lancamento de um dado, ou seja, quando
os eventos sao ditos mutuamente excludentes, a probabilidade associada a ocorréncia de um
ou de outro é dada pela soma das probabilidades,

’ P(A ou B) = P(A) + P(B) ‘ (A e B mutuamente excludentes)

Por outro lado, se a ocorréncia de um evento A = {i = par} nao exclui a ocorréncia de outro
evento B = {i > 4}, a probabilidade associada a ocorréncia de A ou B é dada por

’ P(AouB)=P(A)+ P(B)—P(Ae B) ‘ (A e B nao excludentes)

onde P(A e B) é a probabilidade de ocorréncia simultanea dos dois eventos A e B.

Se os eventos sao independentes, no sentido que a ocorréncia de um nao afeta a ocorréncia do
outro, ou seja, nao estd condicionado ao outro,

’ P(Ae B)=P(A) x P(B) ‘ (A e B independentes)




1.3.3 Eventos compostos

Para eventos compostos, mesmo que em nuimero finito, a situacdo pode ser mais complicada.
Galileu Galileu (1564-1642), em um artigo escrito por volta de 1613, identificou corretamente
os 216 resultados equiprovéaveis no lancamento de trés dados, sendo capaz de prever a ligeira
diferenga entre as probabilidades dos trés dados somarem 9 e 10. Apesar de cada resultado estar
associado a seis particoes distintas, cada particao corresponde a diferentes multiplicidades.

soma (S) de | partigoes particoes multiplicidade
trés dados equivalentes
9 (126) 126 — 162 — 216 — 261 — 612 — 621 6
(135) 135 — 153 — 315 — 351 — 513 — 531 6
(144) | 144 — 414 — 441 3
(225) | 225 — 252 — 522 3
(234) 234 — 243 — 324 — 342 — 423 — 432 6
(333) | 333 1
10 (136) 136 — 163 — 316 — 361 — 613 — 631 6
(145) 145 — 154 — 415 — 451 — 514 — 541 6
(226) | 226 — 262 — 622 3
(235) 235 — 253 — 325 — 352 — 523 — 532 6
(244) | 244 — 424 — 442 3
(334) | 334 —343 — 433 3

Uma vez que o ntmero total de casos possiveis é 216, com um total de 25 resultados possiveis
para a soma 9, e de 27 para a soma 10, as respectivas probabilidades sao dadas por

P(S = 9) = 25/216 e P(S = 10) = 27/216

Um exemplo um pouco mais complicado, consiste em um dos problemas propostos pelo jogador
francés Chevalier de Méré a Pascal, que deu origem & correspondéncia entre Pascal e Fermat.

Méré queria saber o porqué de que, em quatro lancamentos de um mesmo dado de péquer, as
chances de ocorréncia de uma face marcada com um ds (i = 1) eram maiores do que, em vinte
e quatro lancamentos de dois dados, a ocorréncia de dois azes (i = 2).

Uma vez que, em um tnico langamento (N = 1) de um dado, a probabilidade, P(i = 1), de
ocorréncia de um ds é igual a 1/6, a probabilidade de nao ocorréncia, P(i # 1), é dada por
1 5
(i #1) (=1)=1-5="=
Assim, pela regra da interseccao de eventos independentes, a probabilidade de néo ocorrer
pelo menos um ds em quatro langamentos (N = 4) do mesmo dado é igual a

4
Pi#1,N=4)=Pi+#1,N=1)"= (2)



e, a probabilidade de ocorrer pelo menos um ds em quatro lancamentos (N = 4) do mesmo
dado, ¢é igual a

5 4
P@zLNz@zlP@#LN:4f:1QJ ~ 0,52

ou seja, ligeiramente superior a 50%.

Esse resultado poderia ser obtido, a partir da contagem de vezes que pelo menos um ds (i = 1)
ocorre na listagem das 1296 (6™V=%) possiveis sequéncias dos resultados de eventos equiprovaveis
nos quatro langamentos de um dado.

(1111),1112),...(1116),(1121),...(1126),...(1161),...(1166)...(1666)

(2111),(2112),...(2116),(2121),...(2126),...(2161),...(2166)...(26 6 6)

3111),3112),...(3116),(3121),...(3126),...(3161),...(3166)...(3666)

(4111),4112),...(4116),(4121),...(4126),...(4161),...(4166)...(4666)

5111),(5112),...(6116),(5121),...(6126),...(6161),...(5156)...(566 6)

(6111),(6112),...(6116),(6121),...(6126),...(6161),...(6156)...(6666)

Esse processo trabalhoso, seria impraticdvel no caso de 24 lancamentos (N = 24) de dois
dados. No entanto, sabendo-se que a probabilidade de ocorréncia de dois azes, P(i =2, N = 1),
em um unico lancamento de dois dados é igual a

1 1 1
Pi=2,N=1)==-Xx-=—
6 6 36
a probabilidade de nao ocorréncia de duplo azes é dada por
1 35
Pi#A2,N=1)=1——=—
(Z 7é Y ) 36 36

Assim, em 24 lancamentos (N = 24) de dois dados, a probabilidade de ocorréncia de pelo
menos dois azes é dada por

35 24
P@:ZN:2®:1—<%> ~ 0,49

ou seja, ligeiramente inferior a 50%.

O fato de que muitos resultados, apesar de conhecidos pelos jogadores mais experientes da
época, nao serem por eles explicados, mostra que eventos compostos podem ser complexos demais
para que suas alternativas ou resultados equiprovaveis sejam diretamente determinados.

No entanto, utilizando-se as propriedades estabelecidas para a uniao e a interseccao de
conjuntos de eventos, pode-se fazer prever probabilidades associadas a eventos compostos. Por



exemplo, a partir dos 36 pares ordenados de resultados possiveis e equiprovaveis no langamento
de dois dados,

(1,1) (1,2) (1,3) (14) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (24) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (34) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (44) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (54) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
pode-se definir os seguintes conjuntos de pares de eventos

o A={(i,)) ‘ i+j="1} (pares com soma igual a 7)

e B={(i,j) | i=1} (o primeiro valor é igual a 1)

o C = {(z’,j) | i=1lej< 4} (o primeiro é 1 e o segundo menor ou igual a 4)

Desse modo, de acordo com as regras de calculo de probabilidades, pode-se escrever para cada
conjunto de eventos

6 1

6 1

* PB)=5=5%

4 1

P(C)=—==-

*PO=5=%
1 1 1

e A e B independentes —
1 1 1 11
PAouB)==-+-——=—
(AouB)=5+5~ 36~ 36

P(AeC)=0
o Ae C excludentes =— 11 5
P(A Cl==-+-=—
(Aoul)=5+5=1%
4 1
P = — = —
(C e B) 6= 5
e CCB —
1 1 1 1
P B)=-4+-—-—-==
(CouB)=5+5"9"%



1.4 Probabilidades a posteriori

A probabilidade de 1/6, que pode ser a priori atribuida & ocorréncia de um determinado
resultado no langcamento de um dado nao viciado, pode ser obtida, também, a posteriori.

Na distribuigao de resultados de um grande nimero de langamentos, é possivel verificar que
a proporcao de ocorréncias de cada face é da ordem de 1/6. Diz-se que a distribuicao de
frequéncia de ocorréncia nesse tipo de fenomeno é uniforme.

face (i) freq. (n;)
22
16
22
22
17
21

S T e W N =

Tabela 1: Distribuicao de frequéncia das faces de um dado em 120 lancamentos.

A Fig. 1 mostra o histograma correspondente a Tab. 1, de distribuigdo de frequéncia (n;)
de cada uma das faces (i) de um dado, resultante da simulagao de N = 120 lancamentos.

20

15

10

Figura 1: Histograma da distribuicao de frequéncias das faces do dado correspondente a Tab. 1.

Desse modo, a medida que o nimero de langamentos aumenta, a frequéncia relativa (f;)
de ocorréncia de uma face 1,
n;

fi=
N
aproxima-se cada vez mais de um numero definido entre 0 e 1, nesse caso, igual a 1/6.

Considerando que o numero total N de medidas x; de uma grandeza x em um experimento,
ou que o numero n; de ocorréncias de um evento seja “suficientemente grande”, a probabilidade
de ocorréncia P(x;) da medida ou do evento em questao é definida como o limite da razao entre
a frequéncia de observacao do evento e o nuimero total de eventos observados, ou seja, como o
limite da frequéncia relativa,

Pz:) = lim fi = lim =



A concepgao frequentista ou estatistica de probabilidade a posteriori, introduzida em 1718
pelo francés Abraham De Moivre (1667-1754), na obra The Doctrine of Chances, foi adotada
pelo inglés John Venn (1834-1923), em 1822, e sistematizada pelo austriaco Richard von Mises
(1883-1953), em 1931[13], e pode ser aplicada mesmo quando o nimero total de eventos possiveis
seja infinito, bastando que a frequéncia relativa aproxime-se de um limite experimental.

Do mesmo modo que o valor médio () de uma colegdo {x;} de N valores distribuidos
segundo um conjunto de frequéncias {n;} ¢é caracterizado pela média dos valores ponderados
pelas respectivas frequéncias relativas (f; = n;/N),

N
T = Zﬂiz fi
i1

o valor médio, (z), associado a uma colegao {z;} de N valores associados a uma distribuigao
de probabilidades {P(z;)} é dado por

N
(x) = 2 P(x;)
=1

Analogamente, a dispersdo desses valores pode ser caracterizada pela variancia (¢2), definida
por

N
o7 =Y (wi = (2))* Plai)

=1

A raiz quadrada positiva da variancia, denotada por o, é o chamado desvio-padrao.

Do ponto de vista prético, a varidncia pode ser calculada por

onde

2y _ S 2D
<3§‘> szp(xl)
i=1

¢ a média dos quadrados dos valores da colecao {x;}

1.4.1 Distribuicao de probabilidades continua

Para o caso de grandezas cujas variagoes sao hipoteticamente continuas, como as coordenadas
(x) de uma pedra atirada aleatoriamente sobre um canaleta, os dados observados, que sao as
medidas das coordenadas, podem ser agrupados em intervalos discretos [z, xx+1), de amplitudes
Azp = xpy1 — 2. 4 Desse modo, se ny é a frequéncia das medidas associadas ao intervalo
(zk, Tk+1), obtém-se o histograma das coordenadas mostrado na Fig. 2.

Assim, a probabilidade de ocorréncia de uma medida da coordenada x em um dado intervalo
[T, Tk+1), denotada por P(zy < x < zj41), ¢ dada pela razao entre a drea hachureada (ng-Axy)

4 Em geral, mas néo necessariamente, esses intervalos possuem a mesma amplitude.

10



Figura 2: Histograma das coordenadas (z) de uma pedra e a distribuigao de frequéncia limite.

N

da parte do histograma correspondente ao dado intervalo e a area total (Z n; - Ax; = A) do
i=1

histograma, ou seja,

N
ny - Awy, ng
P(xk§x<xk+1):Nizz'Axk — ZP($k§x<a}k+1):1
Z n; - A.’EZ h=1
i=1
onde N é o nimero total de medidas.
A representagao grafica dos termos p(zx) = np/A associados aos intervalos [z, zgy1) €

denominada distribuigcao normalizada de frequéncia.

No limite de um grande nimero de observacoes (N > 1), os intervalos [z, Zx4+1) ou classes
de frequéncia podem ser tais que a amplitude Axj de cada classe seja tdo pequena quanto se
queira. Nessas condigoes, os termos limites

. P(xk <z < .%'k+1) . Nk
=1 =1 — k=1,2,3,...... N 1
P() |z, Alm Auy Jlim ,2,3, >

definem uma distribuigcao continua normalizada de frequéncias relativas por unidade de medida
da coordenada z, denominada fungao densidade de probabilidade, p(x), para os possiveis
resultados continuos de z, tal que a probabilidade associada a medida de x entre dois valores a
e b é dada por

b
P(a<x<b)=/ p(x)dx

e, a chamada condigao de normalizacao da distribuigao, por

/ " plr)dz =1

min

11



onde T, € .. SA0, respectivamente, o minimo e o maximo valores possiveis para a medida de
x, que delimitam o dominio (D) de valores possiveis para as ocorréncias de .

Quaisquer outras questoes referentes a varidvel aleatéria x pode se obtida a partir dessa
distribuigao p(x). Por exemplo, o valor médio de z é dado por

<x>—/Dx p(x)dx

e o desvio-padrao, por

Oy = \// (z—(2))?p(x)dz = /(2?) — (x)?
D

Por exemplo, seja x uma varidvel continua, como as possiveis posi¢oes de uma particula

confinada em uma regiao de dimensao a, cuja densidade de probabilidade p(z) é proporcional a

_ s
funcio sen® —x.

Determinando-se a constante de normalizacao,

a a A [ 2 2
/P(fﬁ)dw:A/ sengﬂxdx:/ <1—cos7rx> de=1 = A=-
0 0 a 2 0 a a

o valor médio da posicao é dado por

2 a 1 a a 2
<:1:):/ :Usenzﬁxdwz{/ xdx—/ xcosﬂxdx}:a
a Jo a al Jo 0 a 2
—_——

a?/2 0

a a 27_‘_
22 dx — 2% cos —z dx
0 a

{a3 a/a 2m }
—_—— = rsen —zx dx
3 7/ a

a média dos quadrados por

(%) =

S—

e, o desvio-padrao, por

12



Além de estar associada a distribuicao de valores da varidvel z, a densidade de probabilidade
p(z) determina também a expectativa de ocorréncia dos valores de qualquer outra fungao f(x).
Por exemplo, se x representa as possiveis medidas para o raio de um circulo, os possiveis valores
para a drea f(z) = mz? estardo associadas & mesma distribuicao de probabilidade p(z), de modo
que o valor médio (f) serd dado por

()= [ [flx)p(z)de

D

. .« A . 2
e, a respectiva variancia (O'f), por

1.5 Probabilidade axiomatica

O conceito de probabilidade foi apropriadamente axiomatizado no inicio do século XX[9], em
1933, pelo matemadtico russo Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), ao estabelecer que
qualquer conjunto discreto de nimeros nao-negativos {F;}, que esteja associado a um outro
conjunto discreto de elementos S = {x1,x9,x3,...}, como os possiveis valores para as medidas
de uma grandeza, tal que

Z P(z;) =1 (condi¢ao de normalizacao)

e, para elementos distintos, °

’ P(x; ou z;) = P; + P; ‘ (w5 # xj)

¢ denominado um conjunto de probabilidades {P;}, associado ao conjunto S = {z}}.

Ou seja, do ponto de vista matematico, ndo é necessario atribuir nenhum significado ao
conceito de probabilidade, como a expectativa ou a crenga na ocorréncia de um evento; basta
que se associe aos possiveis resultados independentes de um experimento, como as medidas de
uma grandeza, um nudmero positivo menor que a unidade, cuja adigao sobre todos os possiveis
eventos (igual & unidade), expressa a certeza em se obter um dos possiveis resultados (condigao
de normalizacao).

Nesse sentido, tanto a concepcao cldssica a priori de Laplace (expectativa de ocorréncia),
como a concepgao frequentista a posteriori de von Mises satisfazem aos chamados axiomas de
Kolmogorov para probabilidades discretas.

5 Na linguagem estatistica, eventos mutuamente excludentes.
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2 Fisica e probabilidades

2.1 Teorias probabilisticas

Ao contririo das atividades experimentais, a introducao de métodos estatisticos e
probabilidades no dominio da Fisica Tedrica foi, e ainda é, questao de grandes controvérsias.

Do ponto de vista experimental, a determinacao do valor da componente A de uma grandeza
associada a um sistema em uma dada condi¢ao (estado), em geral, resulta de um conjunto
{a1,a2,...,an} de N medidas diretas de A. Se n; é o n2 de ocorréncias (frequéncia) de uma
medida particular a;, diz-se que o valor esperado de A é dado pelo valor médio (A),

(4) = Zaj [
j=1

onde f; = nj/N é a frequéncia relativa associada a uma medida aj, e m é o n? de medidas
distintas.

A dispersao ou incerteza AA associada ao conjunto de medidas é caracterizada pela raiz
quadrada da varidncia, ou seja, pelo desvio-padrao,

AA = \/{A2) — (A)?

onde (A?) = Za? fj-
j=1

Uma vez que o processo de medicao é aleatério, no limite de um grande ntimero de medidas,
as frequéncias relativas representam as probabilidades asociadas as respectivas medidas.

De modo equivalente, uma descricao ou teoria probabilistica para o estudo dos fenémenos ou
sistemas fisicos deve prover regras, ou basear-se em hipoteses, que permitam calcular:

e os valores (medidas) possiveis para as componentes das grandezas associadas ao fenémeno
ou ao sistema fisico;
e as respectivas probabilidades de ocorréncia, ou a distribuicao dessas probabilidades.

As distribuigoes de probabilidades associadas as medidas de uma grandeza fisica deveriam
ser determinadas a posteriori, uma vez que a aleatoriedade de um processo de medicao nao
pode ser descrita ou prevista por qualquer teoria. No entanto, devido ao préprio grau de
desconhecimento em relagao ao processo, podem ser estabelecidas distribuigoes de probabilidades
a priori (binomial, Gauss e Poisson)[18] tao gerais que servem de fundamentos para a
construcao dos métodos estatisticos para a andlise de erros.

Por outro lado, o conceito a priori de probabilidade é amplamente usado na fundamentagao de
estudos tedricos, nos quais sao utilizados conceitos probabilisticos, como no desenvolvimento da
Mecéanica Estatistica[11, 14]. Nesses casos, distribuigdes de probabilidades especiais (Maxwell-
Boltzmann, Planck, Fermi-Dirac e Bose-Einstein), adequadas a descrigdo de sistemas
de muitas particulas quase-independentes, sao deduzidas e mostram-se compativeis com os
comportamentos experimentais observados em diversos sistemas como os gases moleculares a
baixa pressao, os elétrons em metais e semicondutores e, ainda, em diversos fenémenos, como a
variagao do calor especifico dos sélidos a baixas temperaturas e a radiagao de corpo negro.
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Uma abordagem mais geral da Mecéanica Estatistica, iniciada pelo fisico austriaco Ludwig
Boltzmann (1844-1906) e sintetizada pelo fisico americano Josiah Willard Gibbs (1839-1903),
em 1901[3, 8, 11, 14], utilizando-se também do conceito a priori de probabilidade, permite o
estabelecimento de distribui¢oes de probabilidades gerais (microcanénica, canénica e gran-
candnica) nao associadas apenas a gases. Desse modo, para cada classe de problema, a partir
das formas gerais dessas distribuigoes, é possivel a obtengao de uma distribuicao de probabilidade
especifica.

Até o primeiro quarto do século XX, a utilizacdo na Fisica Tedrica do conceito a priori
de probabilidade, estava associado a problemas estatisticos, devido a impossibilidade pratica da
caracterizacao simultanea do estado de todas as particulas de um sistema com um grande ntimero
de graus de liberdade. Ou seja, o problema resultava da complexidade dos sistemas observados.
Com o surgimento da teoria da Mecéanica Quantica, que utiliza também um conceito a priori
de probabilidade, o nao determinismo passa a ser uma caracteristica intrinseca da evolucao
ou descricao dos fenémenos e sistemas, mesmos aqueles com poucos graus de liberdade. A
Mecanica Quéantica estabelece que, para cada problema, ha de se calcular uma distribuicao de
probabilidade que contera as informacgoes necessarias a descricao do fenomeno estudado.

2.2 Analogias e dualidade

De acordo com o filésofo de ciéncia austriaco Karl Popper (1902-1994)[16], uma das principais
fontes de mal entendidos em uma abordagem probabilistica da Fisica Moderna é a nao
discriminacao entre categorias distintas, ou seja, a associagao dos comportamentos andlogos
de algumas propriedades® dos elementos de um sistema com a natureza desses elementos.

Por exemplo, a distribuigao (gaussiana) dos pesos das pessoas residentes em uma certa rua
nao revela ou estd associada a nenhuma caracteristica intrinseca de cada individuo. Os salarios
dos leitores de um jornal ou as notas de prova dos alunos de uma escola, em geral, apresentam
essa mesma distribui¢do. Apesar dos elementos de cada conjunto terem todos um “carater
gaussiano”, ou seja, seus atributos apresentarem comportamentos andlogos, suas naturezas sao
completamente distintas.

Assim, os elementos de sistemas que apresentam comportamentos andlogos, no sentido de que
alguns de seus atributos (grandezas) obedecem & mesma distribuigdo (equagao), nao possuem,
necessariamente, a mesma natureza.

Um outro exemplo desse tipo de analogia é o das particulas sub-atomicas, como os elétrons (e),
com a luz. O fato do campo ¥, denominado funcao de onda, associado a uma particula como
o elétron obedecer a uma equacio diferencial linear” reflete ou implica propriedades que nio
devem ser atribuidas a sua natureza. Entretanto, devido a nao visualizacdo dos fenomenos
microscopicos, ao se analisar um experimento imagindrio de dupla fenda de Young com
particulas, usualmente, considera-se a distribuicao resultante das particulas como consequéncia
ou evidéncia de suas naturezas, em certas situagoes, ondulatérias. Ou seja, de um ponto de
vista nao-quantico, as particulas teriam um comportamento ambiguo, uma natureza dual. Esse
argumento foi utilizado no século XIX para “estabelecer” o cardter ondulatério e a natureza
continua dos fendmenos 6ticos e da luz.

Apesar da descricao ondulatéria, ou seja, da equagdao que descreve a propagacao de ondas

6 Por exemplo, uma funcio densidade de probabilidade de ocorréncia das medidas de uma grandeza.
" E, portanto, obedecer ao Principio da Superposicéo. Para Dirac, esse é o principio fundamental da Mecénica
Quantica, a partir do qual se estabelece a estrutura linear da teoria.
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acusticas, a equacao de d’Alembert, poder ser deduzida a partir de um enfoque microscépico,
baseado nas leis da Mecéanica Cléssica, como um limite para as pequenas vibracgoes de um grande
nimero de particulas constituintes de um meio, esse fato néo suscitou grandes discussoes e
controvérsias sobre a questao da natureza continua ou discreta do fenomeno ondulatério actstico.

Na tentativa para se construir uma imagem da propagacao de uma onda eletromagnética
no vacuo, em analogia com os fendmenos acusticos, associou-se ao espago uma estranha
subestrutura, o éter. Esse meio teria propriedades mecanicas muito especiais para suportar
as oscilacoes de altissimas frequéncias (10'* Hz) dos campos eletromagnéticos associados &
propagacao da luz. O éter foi abolido dos modelos fisicos a partir dos experimentos de Michelson
e Morley, em 1887, e das andlises de Albert Einstein (1879-1955),  em 1905, para estabelecer a
Teoria da Relatividade Restrita.

Por nao ser necessario a existéncia de um meio material para a propagacao da luz, ou de
qualquer perturbacao eletromagnética, a descricao dos fenomenos eletromagnéticos baseia-se
apenas nas equagcoes de Maxwell, e ndo em modelos materiais mecanicos. A propagacao da luz
passou a ser encarada, entdao, como um processo que obedece a uma equacao de onda, e que,
portanto, reflete a natureza continua do processo ondulatério de transporte de energia entre dois
pontos do espaco, sem, necessariamente, a presenca de matéria.

Apesar do cardter nao comprobatério das analogias, elas sao frutiferas pois, foi a partir de
tentativas para se estabelecer analogias mais do que formais entre os fenomenos ondulatérios
actisticos e eletromagnéticos,’ que se configurou a grande crise na Fisica, ao final do século
XIX10, Dessa crise, surgiram as duas teorias fundamentais da Fisica Moderna: a Teoria da
Relatividade Restrita e a Mecanica Quantica, que exigiram a revisao e a modificagao de varios
conceitos geométricos e dinamicos, acerca da natureza, criados e aceitos até entao pelo homem.

Com a criagao da Mecanica Quantica, ao final do primeiro quarto do século XX, surgiu
uma nova teoria fundamental da Fisica, a qual, a partir de entao, qualquer modelo mecanico,
material ou nao, teria que obedecer. No entanto, a utilizagao de analogias baseadas na Mecanica
Cléassica se constituiu em um procedimento tao forte, durante a construcao da teoria quantica,
que mascarou varias questoes de cunho interpretativo, que constituem motivos de controvérsias
até os dias de hoje, como em nenhuma outra teoria da Fisica.

O resultado dessas analogias é que tanto a Teoria da Relatividade Restrita quanto a
Mecanica Quéntica possuem estruturas formais condicionadas pela Mecéanica Classica, através
de correspondéncias estabelecidas para a forma e expressao de seus conceitos e grandezas.

8 Sobre os conceitos de espaco, tempo, massa e energia.

9 O que no fundo seria a explicacdo dos fenémenos elétricos a partir de modelos materiais mecénicos que
obedecessem as leis de movimento de Newton da Mecéanica Cléssica, ou seja, uma reducdo do Eletromagnetismo
a Mecanica.

10 Essa foi, essencialmente, uma crise da Mecénica Cldssica como teoria fundamental, e se estendeu até que se
percebesse que a Mecanica Cléssica é que teria que ser modificada ou substituida por outras teorias.
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3 Origens da Mecanica Quantica

3.1 A quantizagao de Planck da energia

A questdao da natureza continua ou discreta dos fenémenos remonta a prépria génese da
Mecanica Quantica, quando o alemao Max Planck (1858-1947), em 1900, em seus primeiros
passos para elucidar o problema da radiagao do corpo negro em equilibrio térmico, considera
que os valores das energias (g) dos dtomos osciladores que o constitufam s6 podiam ser multiplos
de uma certa quantidade minima, proporcional a frequéncia v da radiagao[4, 15, 20]. Ou seja,
sé poderiam assumir valores multiplos de um quantum de energia hv,

€n = nhv {n=0,1,2...}

onde h ~ 6.63 x 1073* J.s é a constante de Planck.

A quantizacao da energia de um sistema mecanico oscilante marca a introducdo de uma
idéia que contrariava um resultado basico da Fisica Cléassica, o fato da energia de um sistema
poder assumir qualquer valor real, ou seja, variar continuamente. Essa hipdtese é tida por muitos
pesquisadores, historiadores e filésofos da ciéncia a idéia revoluciondaria que se constituiu num
divisor marcante na evolucao das idéias e conceitos da Fisica.

Assim como a velocidade da luz no vécuo (c =~ 3.0 x 108 m/s) é a constante fundamental da
Fisica que estabelece o limite para uma descricao nao-relativistica dos fenomenos, a constante
de Planck é a constante fundamental que estabelece um limite cldssico nao quantico.

Em primeira aproximacao, diz-se que um fenémeno é quantico se apresentar uma combinagao
de grandezas relevantes que tenha a mesma dimensao e valor comparavel a constante de Planck.

3.2 A quantizacao de Einstein da luz

Abordando o problema da radiagdo com um enfoque distinto de Planck, Einstein[4, 7], em
1905, a partir da Lei de Wien, e concentrando-se na prépria radiacao como Lord Rayleigh
(1842-1919)[17], estende a idéia de quantizagao a prépria radiagao.

Mostrando que a energia de uma onda eletromagnética de frequéncia v estaria distribuida
discretamente por corpusculos (fétons) de energia ¢ = hv, onde a constante de proporciona-
lidade era a constante de Planck, ele explica as propriedades basicas do efeito fotoelétrico,
descoberto pelo alemao Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894), em 1887, e, extensivamente, estudado
pelo hungaro Philipp Lenard (1862-1947), em 1900.

Desse modo, a interacdo da radiacdo com a matéria pode ser parcialmente descrita como
resultado das interacoes individuais de fétons e elétrons e, assim, foi reforcada a idéia de que a
luz, em alguns processos, possuia um carater corpuscular.

A quantizagdo da radiagao por Einstein foi realizada a partir de argumentos
termodinamicos e probabilisticos. No entanto, esse carater corpuscular pode ser estabelecido
por um procedimento utilizado no estudo da propagagao de ondas actisticas em sélidos. O
fenémeno decorre das pequenas vibragoes dos atomos em torno de suas posigoes de equilibrio
em uma rede cristalina. Nesse caso, pode-se associar ao conjunto de atomos da rede um conjunto
de osciladores acoplados e, posteriormente, expressar a energia total do conjunto por uma soma
da energia de osciladores virtuais independentes (desacoplados). Utilizando-se a quantizagao

17



de Planck para os osciladores virtuais, os fenémenos de natureza acustica sdo associados ao
movimento de quase-particulas (fénons) cujas energias sdo proporcionais as frequéncias préprias
de oscilacao da rede ou de propagacao da onda actstica na rede cristalina.

De maneira andloga, a quantizacao da energia de uma onda eletromagnética equivale a
representa-la também por um conjunto de osciladores virtuais desacoplados e, posteriormente,
introduzir os quanta de energia do campo, os fétons.

Apesar do americano Robert Millikan (1868-1953), em 1914, ter determinado a constante de
Planck a partir da teoria de Einstein para o efeito fotoelétrico[12], o argumento de quantizagao
da radiag@o s6 se tornou convincente mais tarde, quando o também americano Arthur Compton
(1892-1962), em 1923, descobre um outro mecanismo pelo qual os raios X sao espalhados pela
matéria, perdendo parte da energia, com mudancas no comprimento de onda e frequéncia [4, 5].
Classicamente, isso nao ocorreria pois, a frequéncia de uma onda nao sofre variacao apos a
interagao com a matéria, ou seja, a frequéncia nao pode ser alterada pela mudanca na direcao
de propagagao de uma onda.

O fenémeno de mudanca da frequéncia da radiagao ao ser espalhada pela matéria, doravante
chamado efeito Compton, foi interpretado pelo préprio Compton como devido as colisoes de
fétons com os elétrons livres dos dtomos do meio, reforcando novamente a idéia de que a luz
teria um cardater corpuscular.

3.3 O atomo de Bohr

Ao final do século XIX, um outro problema que, posteriormente, reforcou a idéia de
quantizacao da energia de um sistema foi a separagao da luz emitida por gases aquecidos, em
suas componentes espectrais, ou seja, o estudo do espectros dos gases. Nesse contexto, foram
estabelecidas regras que culminaram com a férmula de de Balmer (1885) e Rydberg (1890) para
o espectro de emissao do hidrogénio,

1_p <1 _ 1>
A 22 n?

onde \ é o comprimento de onda da luz emitida, n é um inteiro maior que 3, ¢ R ~ 1.097x 107 m~!
¢é a constante de Rydberg.

Apresentando um modelo atéomico no qual cargas negativas (elétrons) oscilavam em um
substrato positivamente carregado, o inglés J. J. Thomson (1856-1940), em 1903, tenta explicar
o fenémeno identificando as frequéncias de oscilagoes dos elétrons com as frequéncias da luz
emitida.

Uma explicagdo mais conveniente e consistente para o espectro do hidrogénio sé foi obtida
a partir de uma série de experimentos de espalhamentos, nos quais Rutherford, Geiger e
Marsden, em 1909, observaram que, muitas vezes, as trajetérias das chamadas particulas alfas
(a)!! sofriam fortes desvios quando bombardeavam uma folha fina de ouro. Com base nesses
experimentos, Rutherford, em 1911, propoe um modelo atéomico nuclear, andlogo ao modelo
planetdrio, e o dinamarqués Niels Bohr (1885-1962), em 1913, utilizando-se da quantizacao da
energia do oscilador de Planck, deriva os resultados do suigo Johan Balmer (1825-1898)[1, 4].

1 Nucleos de hélio emitidos por materiais radioativos.
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3.4 A equacgao de Schrodinger

Uma vez “estabelecido” o carater corpuscular de uma onda eletromagnética, um outro passo
decisivo na evolugao da Mecanica Quantica foi a hipétese do francés Louis de Broglie (1892-
1987), em 1924.

Uma onda eletromagnética plana monocromatica ¥, de frequéncia v e comprimento de onda A,
que se propaga no vacuo, com velocidade ¢, na direcao do vetor E, onde k =w/c=2nv/c =271/,
pode ser descrita por

U~ ik —wt)

Associando-se um momentum § = hk = (h/X) k, e uma energia E = hw = hv, que obedecem
a relacao de Einstein para uma particula sem massa, F£ = pc, pode-se representa-la por

U ~ 4T EN)/h

De maneira reciproca, uma vez que a funcao de onda W associada a uma particula livre
nao-relativistica de momentum p e energia E possui uma dependéncia funcional andloga, mas
com E = p?/2m, é costume associar-se & particula um comprimento de onda A = h/p e uma
frequéncia v = E/h, que obedecem & relacio de dispersdo v = h/(2mA?).

Com base nessas idéias, alguns anos depois, os americanos Clinton Davisson (1881-1958) e
Lester Germer (1896-1971)[4, 6], em 1927, realizaram a experiéncia de difracao de elétrons.

As hipéteses de Louis de Broglie e Einstein originaram a idéia de uma “dualidade onda-
particula” que, segundo o austriaco Erwing Schrodinger (1887-1961)[19], foi fundamental para
que ele, em 1926, estabelecesse a equacao diferencial linear que descreve o comportamento de
uma particula nao-relativistica de massa m, em um campo conservativo V(7), em uma dada
regido do espaco,'?

V)] 60 = )

m

onde h = h/2m, e () é a funcdo de onda associada a particula.

A partir dessa equacao, Schrodinger resolveu os problemas da quantizagdo da energia do
elétron no atomo de hidrogénio e do oscilador harmoénico.

No processo de construcao e aprendizagem da Mecéanica Quantica, pode-se lancar mao de
varios argumentos que tornam a equagao de Schrodinger mais ou menos plausivel. Entretanto,
como as leis de Newton ou as equagoes de Maxwell, por ser o alicerce de uma teoria fundamental
da Fisica, a partir dela é que devem e sao deduzidas as principais caracteristicas da Mecanica
Quantica nao-relativistica da particula ou de um sistema de particulas.

Apesar da grande ruptura com conceitos alguns dos da Mecéanica Classica (como os de
trajetéria ou velocidade de uma particula), um procedimento que permaneceu na formulagao da
Mecanica Quantica é o método analitico newtoniano de focalizar ou isolar um objeto de estudo
e representar suas interagoes com o restante do Universo (ou sua vizinhanca) por um campo de
forcas que atua sobre o objeto.

12° Apesar da importancia histérica dessa analogia, cabe realcar que ela é simplesmente um procedimento
mnemonico que nao justifica qualquer teoria.
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Essa caracteristica s6 foi modificada a partir dos trabalhos dos americanos Richard Feynman
(1918-1988) e Julian Schwinger (1918-1994), e do japonés Shin-ichiro Tomonaga (1906-1979), de
elaboracio da Eletrodinamica Quantica (QED),® em 1947, quando foram estabelecidos métodos
aproximados (perturbativos) que permitiram o célculo de processos de interacoes entre particulas
que incorporam de modo eficaz suas agbes reciprocas.

3.5 A interpretagao probabilistica de Born

Com a evolugao da Mecanica Quantica, a funcao de onda ¥ associada as particulas ja nao seria
mais identificada como uma onda no sentido acustico ou eletromagnético pois, na generalizagao
da equacao de Schriodinger para sistemas de N particulas, a fungdo de onda ¥ é um campo
definido no espago de configuracao, i. e., uma funcao de N varidveis.

De fato, o alemao Max Born (1882-1970), em 1926, guiado pela identificacao da intensidade
de uma onda'* eletromagnética como uma densidade de fétons numa dada regido, interpreta
a funcao de onda ¥ de uma particula como uma amplitude de probabilidade de presenca
associada a particula, de modo que o quadrado de seu médulo seria igual a uma densidade de
probabilidade p, ou seja,

p=|UP =0T

Segundo Born[2], seu argumento baseou-se em uma analogia devido a Einstein. Se em um
experimento de espalhamento da luz por um dielétrico admite-se que a luz espalhada é composta
de fétons, a intensidade do campo que a descreve (igual ao quadrado do médulo da amplitude
do campo) determina a distribuicao de fétons espalhados. De maneira andloga, se em um
experimento de espalhamento de Rutherford interpreta-se o quadrado do médulo da funcao
de onda associada aos elétrons espalhados como uma medida da distribuicao desses elétrons,
obtém-se a férmula de Rutherford para a secao de choque.

A interpretacao probabilistica e a linearidade da equagao de Shrédinger explica o porque
do chamado comportamento ondulatério do elétron, como no classico exemplo de Feynman do
experimento de dupla fenda com elétrons (Fig. 3).

I.

Figura 3: Experimento de dupla fenda com elétrons.

Seja x a coordenada sobre um eixo perpendicular ao anteparo e ao arranjo de fendas. Se 11 (x)
é a funcao de onda associada ao comportamento de uma particula quando passa pela fenda 1

13 R. P. Feynman, Quantum Electrodynamis - 1961, reprinted by The Benjamin/Cummings Pub., 1983.
14 Proporcional ao quadrado de sua amplitude.
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(enquanto a fenda 2 estd fechada), e ¥9(x) é a funcao de onda associada ao comportamento
da particula quando passa pela fenda 2 (enquanto a fenda 1 estd fechada), pelo principio da
superposicao (linearidade da equagao de Shrodinger), a funcao de onda associada a particula
quando ambas as fendas estao abertas serd dada por

(@) = P1(x) + ()

e, de acordo com a interpretacao de Born, a distribuicao de probabilidade de presenca da
particula ser detectada em qualquer ponto do anteparo é dada por

P = |ty + 1o

Assim, a distribuicdo de probabilidade resultante é formalmente idéntica a distribuicao da
intensidade resultante no experimento de dupla fenda de Young, com a luz (Fig. 4).

Figura 4: Interferéncia de Young.

Experimentos de interferéncia de particulas em arranjos de dupla fenda sé foram realizados
com néutrons, em 1988, pelo austriaco Anton Zellinger (n. 1945), e com elétrons, em 1989, pelo
japonés Akira Tonomura, nos laboratérios da Hitachi (Fig. 5).
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Figura 5: Resultados dos experimentos de Zellinger, com néutrons (& esquerda), e de Tonomura

com elétrons (a direita).

No sentido estrito, o campo de probabilidades associado a uma particula, ou a um conjunto
de particulas, nao deve ser identificado como uma propriedade ou caracteristica intrinseca de
uma particula, mas sim como uma medida da distribui¢ao de probabilidades de ocorréncias de
eventos associados a ela, que depende da interacdao com a sua vizinhanca.
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3.6 O principio da incerteza de Heisenberg

Uma outra consequéncia da interpretacao probabilistica de Born para a Mecanica Quantica,
implica que os resultados da medicao de uma grandeza fisica associada a uma particula, ou a
um sistema de particulas, sao aleatorios e, portanto, distribuidos em um intervalo ou espectro
de valores.

Assim, nao se pode atribuir ao movimento da particula uma trajetéria definida como na
Mecanica Classica pois, nem a posi¢do e nem o momentum da particula sdo univocamente
definidos. O que se pode afirmar é que a localizacdo de uma particula estd associada a uma
certa regiao do espaco, onde ela se desloca com momentum indefinido.

Essa idéia foi expressa pelo alemao Werner Heisenberg (1901-1976), em 1927, como um
principio fundamental da Mecanica Quantica, que estabelece vinculos entre as incertezas
associadas as correspondentes componentes da posicao e do momentum de uma particula, em
torno de seus valores médios, quantificados pelas chamadas relacoes de incertezas de Heisenberg,

Az Ap, > h/2
Ay Apy > h/2
AzAp, > h/2

Para uma particula, como o elétron em um atomo, confinada em uma regiao de dimensao
linear da ordem de 0.5 x 10~% cm (esse valor corresponderia & incerteza maxima na posicio em
relacdo ao nicleo), a incerteza minima associada ao momentum seria da ordem de

(AP)min ~ 104 ~ 1072* kg.m /s

Esse valor é aproximadamente um valor minimo para o préprio momentum da particula. A
partir desse valor, pode-se estimar, por exemplo, o valor minimo para a energia do elétron no
atomo de hidrogeénio.

( nﬁn)2

~10718 J~10eV
2m

lﬂnm.:
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3.7 Comentarios sobre alguns livros de Mecanica Quantica

A abordagem inicial do livro texto, de Griffiths, é a de trabalhar em alguns problemas
tipicos que podem ser resolvidos pela Mecanica Quéantica, antes de se tentar apresentar uma
interpretacdo dos principios béasicos da teoria. A teoria nado é introduzida a partir de uma
pequena motivacao histdrica, como apresentada nessas notas. Entretanto, é apresentada uma
boa discussao inicial, a ser retomada ao final do livro, sobre algumas interpretagoes da teoria. O
livro é dividido em duas partes: teoria e aplicagdes. Presssupoe o que normalmente é exigido em
seu nivel de apresentacao: Célculo Avancado, nogoes de Algebra Linear, Mecanica e Eletricidade
elementares.

Trés outros livros que contém e desenvolvem de forma mais avangada os topicos abordados
no livro texto sao:

o W. Greiner, Quantum Mechanics — An Introduction, Springer, 1994.
e C. Cohen-Tannoudji, B. Diu & F. Lalo€, Quantum Mechanics Vol 1 & II, Wiley, 1977.

e P. A. M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford University Press, 1976.

A parte histérica de motivagdo, como a quantizacao de grandezas fisicas e da radiacao, é
apresentada de modo completo nos capitulos 1, 2 e 3 do livro de Greiner, e no capitulo I de
Cohen et al. .

Enquanto o livro de Greiner possui uma estrutura similar ao do Griffiths, o de Cohen et al. é
estruturado em capitulos, que contém o nicleo basico da teoria, e em complementos, que contém
os topicos e aplicacoes especiais escolhidos pelo autor.

O livro do inglés Paul Dirac (1902-1984) foi escrito por um dos principais personagens no
desenvolvimento da Mecanica Quantica e criador da equacao utilizada em todas as teorias
quanticas relativisticas, a equagao de Dirac. A partir de principios gerais como o de
Superposicao Linear e de Incerteza, Dirac desenvolve a teoria da Mecanica Quéntica como uma
teoria linear em termos de vetores e operadores abstratos, independentemente de uma base para
representa-los. O livro apresenta apenas duas aplicagoes elementares: o oscilador harmoénico e
as caracteristicas nao relativisticas do atomo de hidrogénio.

De certa forma, todo o material apresentado no livro de Dirac resultou de trabalhos realizados
por ele mesmo; comutadores e parénteses de Poisson quanticos, teoria da representacao e vetores
bra e ket, funcao delta de Dirac, teoria da perturbacao dependente do tempo e transigoes,
operadores de permutacao e sistemas de particulas, distribuicao de Fermi-Dirac, interacao da
radiacdo com a matéria, espinores de Dirac, equacao relativistica para o elétron, estrutura fina
do atomo de hidrogénio, teoria do pdsitron, ... Uma das obras primas da Fisica.
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4 O movimento da particula na descricao de Schrodinger

Na Mecénica Quantica, o movimento de uma particula nio é descrito por uma trajetéria '° no

espaco. Suas propriedades sdo descritas por um campo ¥(zx,t) que determina a probabilidade de
sua presenca, em qualquer instante ¢t e posi¢ao x no espaco. Sob acdo de um campo conservativo
V(x), uma particula ndo-relativistica de massa m, obedece a equacao de Schrodinger

HY(z,t) = ihgtlll(a:, t)

h? 0?
onde H = —%@

o qual descreve a sua evolugao e interacao com o potencial.

+V(x)  éooperador linear denominado hamiltoniano!¢ da particula,

O campo ¥(x,t), denominado funcao de onda ou amplitude de probabilidade,
caracteriza o estado da particula, e

plx,t) =V (z,t)¥(x,t)
é a densidade de probabilidade ' de presenca da particula, isto é, a distribuicio de
probabilidades para as posigoes da particula ou de qualquer grandeza que dependa da posicao.

Desse modo, o valor esperado (z) para a posi¢ao da particula, cujo estado é caracterizado
por ¥(x,t), é dado por'®
oo
(x) :/ U (z, )V (z,t) doe = (U, z2V)
—00

e, a chamada incerteza Az na posicao, por

Az = /(%) — (a)?

Decorre também da equacao de Schrodinger, que a densidade de probabilidade obedece a uma
equacao andloga a equacgao de continuidade da massa ou da carga,

5 Uma curva x(t) parametrizada pelo tempo.
16 Para campos conservativos é o operador associado & energia da particula.
17" A interpretacio de U* ¥ como uma densidade de probabilidade impé&e restricdes & funcio de onda W:

e A integragao de ¥* W sobre todo 0 espago (—so<z<oo) deve ser realizdvel e igual & unidade,
/ U0 do =1
ou seja, a fungdo de onda ¥ deve ser normalizavel.
e Uma vez normalizada ela deve permanecer como tal, ou seja, a normalizagdo deve ser independente do
tempo.
d / - U0 dr =0
dt N

—o0

'8 BEm geral, para qualquer grandeza f(z) que depende apenas da posicio,

)= [ T F @)V (@)U, ) de
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ap ov* ov

o = o YV o
<~ <~
_iHU* /] _iHU/h

. 2 2 . 2 2
N (x)}\ll* pr*[ O v e

~h [_2max2+

ih 9 (\Pa\lf _\P*am) A

T 2mor \ Oz o O
4
Op 0J, 0
ot oxr
ik ov* ov
onde J, = i — U*—— ] é a chamada densidade de corrente de probabilidade '°
2m ox ox

(secao 4.6) associada ao estado .
Assim, de acordo com a equacdo de continuidade, pode-se estabelecer a conservacao da

d [ d [°°
— U*y d = — d
dt/_oo v dt/_oop v
> dp * 0Jy
—/_matd’““—‘/_ooax dr

— |00 - Tu(-ox.0)] =0

normalizacao,

uma vez que qualquer campo fisico se anula no infinito.

4.1 Estados estacionarios

Escrevendo-se a equagao de Schrodinger como

n? 02 0

e utilizando-se o método de separagao das varidveis,

U(x,t) = P(x)o(t)

1 do _

obtém-se
2 2
! [ "o v<x>}w<m>=m¢(t) i _

~ 2m a2

¥(z)

9Para uma particula no espaco, a densidade de corrente de probabilidade é generalizada e definida por

- ih
J=-— (VI — VY
o )
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onde a constante de separacao E é a energia da particula.

Assim, resultam duas equagoes diferenciais,

_dp
ih—r = Eo(t)

Hy(x) = Exp(x)
A primeira equacao diferencial, no dominio do tempo, pode ser imediatamente integrada e

resulta
o(t) = e—i(E/h)t

A segunda equacdo, chamada equagao de Schrédinger independente do tempo, esta
associada a um problema de autovalor (Apéndice A.3), tal que, dependendo das condigdes
impostas & fungao de onda ¥ (zx), o autovalor F, isto é, a energia da particula, pode assumir
valores discretos { £, } ou continuos (FE).

Desse modo, a quantizacgao da energia para os estados ligados de uma particula é naturalmente
obtida a partir de condi¢Ges de contorno impostas a fungao de onda. Ou seja, na abordagem
de Schrodinger, o problema de autovalor para estados ligados sao problemas de contorno que
envolvem uma equagao diferencial.

Uma vez que a equacao de Schrodinger independente do tempo é de ordem 2, a solugao W e
sua derivada devem ser continuas em todo o espaco?.

A cada valor possivel de energia E pode corresponder um ou mais estados da particula.?!
Por serem representados por autofuncoes ¥ do operador hamiltoniano, sao chamados de
autoestados de energia e o conjunto dos autovalores de espectro de energia.

Os autoestados de energia encontrados para qualquer problema espacialmente unidimensional
em um campo conservativo sao também denominados estados estaciondarios, pois as densida-
des de probabilidades de presenca associadas as solugoes que evoluem desses estados independem
do tempo

| o=V (@, )V (1) = Yp(a)¢p () |

4.2 A particula livre

Para uma particula livre (V' = 0), com energia E > 0, as autofungdes ¥p(r) de seu
hamiltoniano H sao dadas por

A2mE 2mFE
7 T —1

Uh(z)~e D e Yp(@)~e R

onde ¢E corresponde & autofuncao na qual a particula se desloca no sentido +z, com momentum
p = V2mE e 1y corresponde a que se desloca no sentido —z, com momentum p = —v2m#kE.

20Exceto para potenciais impulsivos do tipo delta de Dirac.
21 Se a um dado valor de energia estdo associados dois ou mais estados independentes esse autovalor é dito
degenerado.
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A2mE
+3 T

Assim, a evolugao da funcao de onda associada a uma particula livre, a partir de um dos
autoestados de energia F, serd dada por

W(a,t) = v (w)e B/

4.3 Operador momentum linear

Escrevendo-se o hamiltoniano numa forma andloga a relacao classica,

2
H—p—r—i—V(m)

- 2m

pode-se identificar o operador momentum linear na direcao x, por

Pz = —ihai
Uma vez que
2mE 2mE
. (ez 3 l‘) _ —ih% ez 3 x
V2mE
— \VomE (¢ R "
p
V2mE
wg(x) = Pp(z) = eZ no também ¢é autofuncao do operador p, associada ao autovalor
V2mE
p = V2mE. Analogamente, ¢ (z) = ¢_,(z) = e_l o é autofuncao do operador p,
associada ao autovalor p = —v2mkFE.

Desse modo, usualmente, representa-se o estado ¥(z,t) de uma particula livre de massa m,
que se desloca no sentido +x com energia £ e momentum p = v2mE, como

U(z,t) = C & (px = Et) /h

onde C' é uma constante de normalizacao.

27



4.4 Generalizagoes

Diferentemente de uma particula livre, os autoestados de energia de uma particula em um
pogo de potencial constituem um conjunto discreto de autofuncgoes, ou seja,

Hop = Endp (n=1,2,3,..)

Assim, se o estado inicial ¥(z,0) = Up(x) da particula ndo for um autoestado de energia, a
sua evolucao pode ser calculada a partir da hipétese de que os autoestados de energia constituem
um conjunto completo, no sentido que qualquer estado inicial Uy(z) pode ser expresso por uma
combinacao linear dos autoestados ¢, (z) de H,

\IIO(SU) = Z Cn(0)¢n($)

n

onde ¢, (0) é a projegao de ¥y sobre o autoestado ¢,
[e.e]
al0) = (60, W) = [ 67 0)Vo(e)da
—0o0
de tal modo que o estado da particula, em qualquer instante posterior ¢, serd caracterizado por

t) = ch<0)¢n( n/h ch ¢n

Calculando-se a energia média,

(H) = (¥, m)

= Zc ) (6, Hon)
En(smn
= D lea®)PEy =) leal0)PE,

a expressao indica que o quadrado dos moddulos dos coeficientes da expansao do estado W
representam as probalidades de ocorréncia P(E,) dos valores E, ao se realizar uma medida
da energia, ou seja,

P(En) = | (0)]?

De modo geral,??

Toda grandeza € representada por um operador linear hermitiano cujos
autovetores constituem um conjunto completo, e suas possiveis medidas sGo
dadas por seus autovalores.

Se uma particula encontra-se num estado ¥; e ¢, e a, sdo os respectivos autovetores e
autovalores associados a uma grandeza A, define-se a probabilidade de ocorréncia P(a,,t)
de um autovalor a,, ao se realizar uma medida da grandeza A, como

P(an,t) = |(¢n, To)

Em linguagem matemética,?

22 O fato de grandezas serem representadas por operadores resulta em uma caracteristica sempre presente nos
célculos e dedugdes da teoria, a ndo-comutatividade das operagoes.
23 Apéndice A4
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Para um sistema num estado V;, a probabilidade de ocorréncia de um
autovalor a, de um operador linear hermitiano A, associado a uma dada
grandeza, € dada pela projecao do estado Yy sobre o subespaco proprio gerado
pelos autoestados ¢, de A, associados ao autovalor a,.

E claro que, enquanto as possiveis medidas para uma grandeza nao dependem do estado
atual de um sistema, suas probabilidades de ocorréncia ou as distribui¢oes dessas probabilidades
dependem. Além da determinacao do espectro de energia e dos autoestados de energia associados
a um sistema em um campo conservativo, a importancia fundamental da equagao de Schrodinger
decorre do fato de que ela descreve a evolugao temporal do estado de um sistema. Desse modo, se
for possivel associar um estado inicial a um sistema, a probabilidade de ocorréncia, em qualquer
instante posterior, de quaisquer das medidas de uma grandeza, pode ser calculada a partir da
solugao da equacao de Schrédinger, que representa o estado atual do sistema.

Decorre da definicado de probabilidade de ocorréncia que

O valor esperado de uma grandeza representada por um operador A, cujos
autovalores a, e respectivos autoestados ¢, satisfazem

App = anon e (¢na ¢m) = Opm
para um sistema num estado Wy =Y cpdp, onde cp(t) = (¢n, Uy),

¢ dado por

(A) (1) =Y an leal®)?
n
que pode ser expresso também por ¢

(A)(t) = (W1, AWy)

n Cn

—_———
A= (60, 0)° (0 ) =5, 00 (Tean6n) = (T, A )
N——r ~—~— "

(q’t7¢n) A¢n N——
Wy

Em Mecéanica Quéantica uma grandeza A é dita conservada se a probabilidade de ocorréncia
de qualquer valor a,, para sua medida nao depende do tempo,

P(ay,t) = P(ay,0)

ou seja, quando?*

d{A
iit> =0 <= (A)=cte.
De acordo com a equacao de Schrodinger,
ov
h— = HY
ot

24Esse é sempre o caso quando o sistema estiver num um autoestado (estaciondrio) de energia.
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a evolucao do valor esperado de uma grandeza A, para um sistema em um estado ¥, é dado por

d(A)y o o
i = a9t AV) + (w4 ot )
_iHU/h _iHU/h
= L(HY,AV) — L(V, AHV)
Ae—— h
(U, HAV)
i
= LA

Desse modo, independentemente do estado em que se encontra um sistema, qualquer grandeza
A que comute com seu hamiltoniano H é conservada.

[H,A] =0 < (A)=cte.

De maneira geral, os operadores associados a grandezas cinematicas®® nio exibem dependéncia

temporal. Apenas operadores que representam grandezas que surgem ou se manifestam na
presenca de interacoes?® podem exibir dependéncia temporal explicita.

Apesar de nao ter sido, historicamente, a primeira formulacao da Mecanica Quéantica, a
construgao ou elaboracgao da teoria quantica a partir desse formalismo, denominada “descri¢do
de Schrédinger” , passou a ser o método tradicional, quase canonico, de apresentacao da Mecanica
Quantica.

Por outro lado, numa forma mais andloga a formulagdao da Mecanica Classica, chamada “des-
crigcao de Heisenberg”, que precede ligeiramente a de Schrodinger, os operadores que representam
grandezas cinemdticas ou dinamicas, em geral, passam a exibir uma dependéncia temporal
explicita, analoga aos casos classicos similares, quando esses existirem.

A conexao e distingdo entre as duas abordagens é que, enquanto a equagao de Schrodinger
descreve a evolucao temporal do estado de um sistema, na descricao de Heisenberg o estado do
sistema nao varia com o tempo, apenas as grandezas associadas o fazem.

Em outra abordagem, denominada “descricdo de Dirac’?”, tanto os operadores quanto os
estados passam a depender explicitamente do tempo, mas de tal maneira que as agoes internas do
sistema nao aparecem mais explicitamente, e a equacao de evolugao é determinada explicitamente
apenas por agoes externas.

A teoria da Mecanica Quantica, em sua versao criada, formulada e interpretada,
principalmente, por Schrodinger, Heisenberg, Dirac, Born, Jordan, Kramers, Pauli e Bohr,
culmina com um esquema duplamente linear. Ao contrario da Mecéanica Cléssica e
do Eletromagnetismo, onde as grandezas cinemédticas e dinamicas (posi¢oes velocidades,
aceleragoes, forgas e campos) podem ser vistas como realizagoes de uma estrutura algébrica
linear (conjuntos de vetores) cujas equagoes nao sao necessariamente lineares, na Mecanica
Quantica, tanto os estados, as grandezas e as equagoes de evolucao dos estados (equagoes de
Schrodinger, Heisenberg, Dirac, Klein-Gordon) sao representadas por elementos lineares (vetores
e operadores). Essa simplicidade, entretanto, é apenas aparente, pois suas aplicagoes mais
simples, em geral, envolvem espacos de dimensao infinita ou problemas de contorno nao triviais.

25 Grandezas que sdo definidas mesmo na auséncia de interacoes internas ou de aces externas, como momentum,
posicao, spin,...

26 Como energia potencial de interagdo, polarizagio, magnetizagio,...

2T Ou Interaction Picture.
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4.5 As equacgoes de Ehrenfest

A equagao de evolucao do valor esperado de uma grandeza A, que pode ser escrita numa
forma similar a equacao de Schrédinger,

d(A)

()
T

= ([A, H])
permite derivar as chamadas equagoes de Ehrenfest e, a partir delas, estabelecer a validade
dos procedimentos que utilizam solugoes classicas como solugoes de problemas quanticos.

Essas equacgoes expressam que as variagoes temporais dos valores médios da posicao x e do
momentum linear p, de uma particula em campo conservativo V(z) obedecem a expressoes
analogas as equacoes de movimento cldssicas.

d) _ ()
dt m d2<:II> < 8V>
e m 3 — I,
d{pz) B al dt ox
dt ox
Uma vez que para H = pg/Qm +V(z) = [x,H(z,ps)]. = [x,p%/Qm]f = ﬁ[m,pg]f = ih%
, d{x)  (ps) _ _ L0V
obtém-se prat i e Dz, H(2,pz)]. = [Pz, V(2)]. = —ih e

Assim,

d<ch1$> _ <_‘Z‘;> — (—F(2))

Esse resultado é tido algumas vezes como uma expressao da 22 lei de Newton, ou seja, que
os valores médios das grandezas cinematicas obedecem as equacoes de movimento da Mecanica
Classica, o que nao é correto. Pois, expandindo-se o termo de forga F'(x) em série de Taylor, em
torno do valor médio (z) da posi¢ao,

Fz)=F(() + (z— () (g)@ 4 %(x—(x>)2 @91];)@) b

e calculando-se o valor médio, resulta

d*(z) (Az)? (0*F
mge — T ) 2<ax2><x> ¥
8

Desse modo, para todo sistema que utiliza o oscilador harménico ou a particula livre?® como
modelo, as solugoes classicas expressam qualitativamente o comportamento do sistema, e alguns
resultados quantitativos podem ser obtidos por analogia.?”

Por esse mesmo motivo Bohr obteve resultados corretos para o atomo de hidrogénio. No
modelo de Bohr, a quantizagdo do momentum angular equivale a considerar os aspectos
periddicos do movimento e, portanto, utiliza o modelo do oscilador.

o’V 9°F
29 . az3 . 8I2 ~ . ~ . A .
Foi desse modo que, basicamente, ocorreu o processo de construgao da teoria quantica (mecénica das matrizes)
por Heisenberg, Born, Jordan e Pauli.

28 Para os quais
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Uma outra situacao em que alguns conceitos classicos, como os de trajetéria e velocidade,
podem ser utilizados é quando potencial varia lentamente num intervalo comparavel a incerteza
na posicao da particula. Esse é o caso das trajetérias de feixes de particulas em aceleradores ou
camaras de ionizacao, sujeitos a campos que variam sobre distancias macroscopicas.

4.6 Problema de estado inicial

A abordagem tradicional da Mecénica Quéntica associa a cada instante ¢ e regido do espago
7 ocupado por uma particula, sujeita ou nao a agoes externas, um campo V(7 f) cuja evolucao
temporal obedece a equacao de Schrodinger,
ov

e o
o

de tal modo que o valor médio de qualquer grandeza A associada & particula é dado por
(A)(t) = (¥, AV)

Como a equacdo de Schrodinger é uma equacdo diferencial linear homogénea®?, qualquer
autoestado ou combinagao linear de autoestados serd solucao. E, por ser de ordem 1 com
relagao ao tempo, para se determinar uma tnica solugao para o problema, torna-se necessario a
especificagdo de uma condigao inicial (estado inicial) para a funcao de onda. Ou seja, a equagao
de Schrodinger determina a evolugao de um sistema, a partir de um estado inicial ¥(z,0).

Por exemplo, se uma particula em ¢t = 0 possui energia F e momentum p = +2mkE
definidos, a sua amplitude de probabilidade ou estado inicial ¥(z, 0) é proporcional ao autoestado
correspondente,

1=
\I/(:L‘,O) = \IIO(:E) ~eh

e evoluira segundo

\IJ(I,t) Nei(p$*E7f)/h

Entretanto, em alguns problemas como, por exemplo, o do comportamento de uma particula
em um poco de potencial, nos interessa, nao a evolucao de um particular estado da particula e
sim, o seu espectro de energia ou as posiveis transigoes entre os respectivos autoestados. Nesses
casos, mesmo que nao saibamos associar ou desconhecamos um estado inicial para a particula é
possivel a previsao das principais caracteristicas do sistema.

A nao ser que observemos uma unica particula ou um feixe homogéneo e mono-energético de
particulas idénticas, em geral, nao podemos associar um estado inicial a um sistema, mesmo
do ponto de vista classico. Para sistemas com muitos graus de liberdade devemos utilizar os
métodos estatisticos (ensembles) desenvolvidos por Boltzmann e Gibbs [8].

Do ponto de vista experimental, podemos associar a um feixe de particulas idénticas, cada
qual com massa m e carga e, um estado inicial, se as acelerarmos, durante um certo trecho, por
um potencial elétrico fixo V. Ao final desse periodo, obtem-se um feixe onde a energia de cada
particula é igual & E = [eV] e cujo estado inicial (¥g) do serd proporcional ao autoestado de
uma particula livre de energia F, momentum p = v2m£FE e massa m,

U(z,0) = ¥o(z) =C cV2mEx/h

30 Isto &, vale o Principio da Superposicao.
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Uma vez que a densidade de corrente associada a esse estado é dada por

ih ov* ov
Jo = 2Z<‘I’ 2 Y o ) = L (w5wy)
m x T m T
—ipU*/h ipV/h

pode-se interpretar p como a densidade de particulas do feixe, e normalizar o estado inicial de

um feixe, de tal modo que a sua integral numa dada regido, de dimensao (comprimento) L, seja
igual ao nimero (N) de particulas nessa regiao.

N
L L

ICPPL

Essa é a normalizacao utilizada na andlise de espalhamento de feixes de particulas nao-
relativisticas por sistemas atomicos.

4.7 Transicoes e regras de selecao

Uma propriedade dos sistemas conservativos, confinados numa dada regiao do espaco e
caracterizados por um hamiltoniano H, é que seus espectros constituem conjuntos discretos,
ou seja,

Hop(x) = Engn(x) (n=0,1,...)

onde os ¢, sdo os autoestados de H, correspondentes as energias F,,.

Se o estado inicial ¥(x,0) = Yo(z) do sistema for um desses autoestados, Vo(z) = ¢n(z),
os estados subsequentes, W(x,t), serao fisicamente indistinguiveis, ou seja, suas propriedades,
como os valores médios de quaisquer grandezas, ndao variarao com o tempo,

E
—i—t

U(z,t)=e " ¢p(z)

Mesmo que o estado inicial ¥g(z) nao seja um dos autoestados de H, ou mesmo algum outro
estado conhecido, em principio, pode-se expandi-lo também em relacao aos autoestados de H,

\IIO(I') = Z(¢"’ \PO)

" en(0)
de tal modo que sua evolucao serd dada por

E
=2t

U(z,t) = ch(O)e h ¢n(x)

e o valor médio de qualquer grandeza A serd dado por
(Em — En)
. iy
<A>t - Z Cm(O)Cn(O) (¢m7 A(bn) e h
o S———

Amn
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Assim, se A nao depende explicitamente do tempo, os elementos de matriz A,,, serdo constantes
e a evolucao temporal do valor médio sera descrita por uma série de termos oscilantes, cujas
frequéncias, denominadas frequéncias de Bohr,

(Em — En)

Wmn = 5

sao caracteristicas do sistema, independentes da grandeza A e do estado inicial.

Desse modo, é razodvel supor que as frequéncias de Bohr, as quais os valores médios de
grandezas atomicas como o momento dipolar oscilam, sao as Unicas frequéncias permitidas para
a luz?! absorvida ou emitida por um sistema.

Como o peso de cada termo oscilante é dado pelos elementos de matriz A,,,, os elementos
nulos correspondem as frequéncias ausentes na absorcao ou emissao da luz por um atomo. Essa
é a origem das chamadas regras de selecao.

4.8 Modelos e problemas tipicos

Do mesmo modo que os processos e fendmenos macroscépicos abordados pela Mecanica
Cléassica sao representados por idealizagoes, que permitem que encontremos solucoes analiticas ou
aproximadas, o mesmo ocorre no dominio microscépico. Ou seja, a particula livre, o oscilador
harmonico e o sistema de dois corpos constituem os modelos béasicos para a abordagem de
qualquer problema em nivel quantico.

Uma caracteristica dos fendomenos microscopicos é que as interacoes entre elétrons, prétons,
adtomos e moléculas, no dominio nao-relativistico, sdo de origem eletromagnética.

Entretanto, apesar da estrutura linear da teoria, mesmo esses modelos bésicos envolvem
dificuldades matematicas de tal ordem que, inicialmente, utilizamos modelos ainda mais
simplificados e afastados dos fendomenos reais, como particulas em pocos e barreiras de potencial
retangulares ou infinitos. Assim, o problema do oscilador unidimensional, de massa m e
frequéncia prépria w, que envolve um potencial do tipo V = mw?22/2, e o problema de dois
corpos que envolve um potencial central V' = —k/r, sdo deixados para serem analisados numa
fase mais madura do estudante.

Uma outra dificuldade deve-se a existéncia de novos graus de liberdade, mesmo para uma
particula livre, como o spin, que s6 é devidamente descrito ao introduzirmos a representacao
espinorial.??

Uma outra classe de problemas, que se tornaram os protétipos para os métodos de
investigacoes das propriedades dinamicas dos sistemas microscépicos, ¢ a de espalhamentos de
feixes de particulas por dtomos, nicleos, hddrons, mésons e outros feixes de particulas. Nesses
casos, tanto o feixe incidente quanto o espalhado sao caracterizados por superposicoes de estados
da particula livre.

A partir da analise de experimentos desses tipos de espalhamentos, iniciados com Rutherford,
é que a atual visdo de uma natureza discreta da matéria foi consolidada. Além da determinacao
da estrutura atémica da matéria (sélidos cristalinos e amorfos, liquidos e gases), se estabeleceu

3! Radiacéo eletromagnética
32 Ou seja, o conceito de espinor.
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também a estrutura quarkonica das particulas nao-elementares hadronicas como os prétons, os

pions e os néutrons.

5 Leis de conservagao

A conexao entre grandezas que obedecem a leis de conservacao e grupos de transformagoes
associados as simetrias de um sistema, de uma grandeza ou equacao fisica é de carater geral
[21] e permite a ampliagao de varios conceitos e grandezas originarios da Fisica Clédssica, como
a energia e o momentum.

Geometricamente, se a a forma de um objeto nao se modifica sob a agdo de uma certa operagao,
esta é dita uma operacao de simetria. Diz-se também que esse objeto é simétrico com relacao a
operacao. Do mesmo modo, uma lei e uma equacao fisica podem também néao se alterarem ao
serem descritas segundo referenciais distintos. Nesse contexto, diz-se que a lei e a equagao sao
invariantes com relacdo a mudancas de referenciais.

5.1 Momentum linear e translagoes

O operador momentum linear pode ser associado a uma agao espacial (transla¢ao) que permite
uma ampla generalizacao do propio conceito de momentum.

Se 1 é a funcao de onda associada a uma particula livre, de massa m, que se desloca na diregao
x, com energia e momentum relacionados por E = p? /(2m), suas imagens em dois pontos, = e
T + d, cuja distancia € d,

estao relacionadas por _
(o +d) = P y(a)

De maneira geral, as imagens de qualquer campo, em quaisquer dois pontos = e x + d, podem
ser relacionadas por um operador Uy, que representa para essas funcoes o efeito da translagao
dexaz+d,

Y(z+d) = Ugy(x)
Expandindo-se ¢(x 4+ d) em uma série de Taylor,

betd) = Y@+ Y@ dt @) Tt

—— —— 2
N/0x  5%p)ox>

5 A2 z'd< iha>
o d*o A
— <1+dax+2w+...>w(w)=€h 0/ ()

.40/ 0x

33 Isso aconteceu em meados do século XX, nos anos 60, quando os experimentos de Friedman et al. [?],
interpretados por Feynman e Bjorken, estabeleceram que o préton teria uma estrutura interna. Sendo composto
pelos quarks j& previstos por Gell-Man e Zweig, de maneira andloga a tabela periédica de Mendeleiev, ou seja,
por argumentos de simetrias.

35



pode-se identificar e escrever o operador de translacao Uy, para o campo 1, como um operador

unitério®?,

J
U, — e #Pa

para qualquer que seja o valor do parametro d. Nesse sentido, o operador momentum linear
pr = —ihd/0x na direcao x é identificado como um gerador de translagoes nessa direcao.

Do ponto de vista matematico, diz-se que o operador Uy é uma representagao unitaria

induzida do grupo das translacdes no eixo x, cujo gerador é o operador hermitiano®
0
= —ih—
Pz O

Do ponto de vista fisico, o carater unitario do operador U, pode ser derivado do Principio
da Homogeneidade Espacial, no sentido que o estado de uma particula livre nao depende
da origem do referencial, ou seja, ¥(x + d) e ¥ (x) representam estados que possuem a mesma

34 Apéndice A.2
35 Para uma translacio infinitesimal €, o operador de translacio na direcio x pode ser escrito

€
Ue=141i—-ps
+ 5P
e, uma translacdo finita d = Ne pode ser obtida a partir de uma sucessdo de translacées infinitesimais,
.d
dpa\"  iTpe
= 1 j— 2 =e h
Ua ngr(l)o (1 +1 Nk ) e

Nesse sentido diz-se que o operador de translacdo é uma transformacao continua ou que o grupo das translagoes
é continuo.

-
Para uma translacao d numa dire¢ao qualquer do espaco, o operador de translagao unitario induzido é expresso

por
i3
R b g
U(dj)=e =1 =ch
onde p,; = —ihd/0x; é o gerador de translagoes na direcao x; e os d; sdo os chamados pardmetros da translagao
T-

a

Para uma translacdo infinitesimal,

B~

.3
1
L+ e,
j=1
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distribuicdo de probabilidades de presenca,3®
Pz + d)p(z +d) = P (x)p(z)

Desse modo, as translagoes representam operacoes de simetria para uma particula livre, no
sentido que sua densidade de probabilidade de presenga permanece invariante em seu movimento
uniforme. De maneira geral, a probabilidade de ocorréncia de qualquer evento associado a uma
particula livre permanece invariante sob acao de uma translacao.

Por sua vez, o Principio da Homogeneidade Espacial ou Principio de Invaridncia a
Translagao reflete o fato de que o valor médio do momentum de uma particula livre permanece
inalterado em seu movimento de translacao uniforme, ou seja, deriva da Lei de Conservagao
do Momentum para uma particula livre.

5.2 Grupos de simetria e leis de conservagao

Do ponto de vista formal, o conceito de simetria pode ser estabelecido a partir de um estudo
mais detalhado das transformacoes lineares definidas num dado espago.

As acbes de translagoes ativas T, de uma particula em um ponto x a um ponto x + d,

T.x=x+d

estao ligadas também as agoes de translacoes passivas T, (ou mudanca de sistemas de
coordenadas), que relacionam as representagoes de um mesmo ponto P segundo dois sistemas
de coordenadas S e S’, cujas origens estao separadas por uma distancia d. Se x é a coordenada
de Pem Sez em S,

x/:Tpx:x—d

entao,

_ -1
T,=T,

36 De modo geral, esse cardter unitdrio das transformacdes induzidas por um grupo de transformacoes
cinemdticas decorre do fato de que essas transformagdes nao modificam as amplitudes de probabilidades associadas
a um sistema.

Por exemplo, se ¢, = (¢n, ¥) é a probabilidade de ocorréncia do autovalor a, de A, associado ao autoestado
¢n, para um sistema num estado ¥, e U é uma representacio induzida por um grupo de transformagoes sobre as
coordenadas do sistema ou sobre seus momenta,

Upn=¢, e UT =0
para que a amplitude de probabilidade seja invariante,
(‘z)'lru \Ijl) = (¢’ﬂ7 q/)

— Ulu=1
(U, U¥) = (UUgn, ¥)

ou seja, a representagao induzida deve ser unitaria.

O fato dos geradores de um grupo continuo, associado a uma transformagao unitaria, serem hermitianos decorre
de
Ule) =1+ieG = U' =1 —ieG"
UU=1+4+ie(G-GH+... = G =@
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As representacdes de um campo®’, ¢ segundo S e v’ segundo S, devem ter dependéncias
funcionais tais que suas imagens obedecam a

V(a') = (x) = (T, ')

Intercambiando-se as varidveis x e 2/, resulta

V(2) = (T, '2) = ¥(Ta)

ou seja, numa relagdo entre as representacoes de um campo, segundo dois sistemas de
coordenadas de tal modo que a imagem, num ponto x, da representacao em S’ é a mesma
que a imagem de sua representagdo em S, num outro ponto transladado de d.

Se U, é uma representacao induzida qualquer do grupo das translacoes de d, na direcao z,

(Toz) = Y(z + d) = Ug(x) = ¢/ ()

Transformacoes de outras entidades tensoriais, tais como o hamiltoniano ou qualquer operador
linear H,

H(z)p(z) = o(x)

podem ser diretamente deduzidas, pois se T’ é uma representacao de um grupo de transformagoes
ativas de z, e U é uma representacao induzida,

UH(@)U ™ Uy(x) = Ud(z) = ¢(Tx) = H(Tx) ¥(Tx)
~—— —— ——

W' (x) H'(z) 4'(x)

as representacoes H'(z) e H(x) de um operador linear H estarao relacionadas por

H'(z)=UH(z)U!

Desse modo, a condigao para que um operador linear H seja invariante sob agao de um grupo,
H'(z)=H(z) < HU=UH

é expressa pela anulagao do chamado comutador de H com alguma representagao U do grupo,

| HU-UH=[H,U]_=0 |

ou pela anulagao do comutador de H com algum gerador G do grupo,

[H,G].=0

Uma vez que o momentum linear associado a uma particula livre é o gerador das translagoes
na direcao do movimento da particula, o hamiltoniano de uma particula livre é invariante a
qualquer operacao de translacao. Diz-se que para uma particula livre, a operagao de translacao
¢ uma operagao de simetria.

Nesse sentido, os grupos que comutam com o hamiltoniano de um sistema sao chamados de
grupos de operagoes de simetria do sistema.

37 Um invariante a transformactes passivas.
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As operacdes de simetria de um sistema sdo as transformacdes sob as
quais o hamiltoniano de um sistema € invariante.

Desse modo, se o operador momentum linear, que é o gerador das translagoes, comuta com o
hamiltoniano de um sistema, isto é, o sistema exibe simetria a translagoes, o valor esperado do
momentum linear ndo depende do tempo. Diz-se, entdao, que o momentum linear é conservado.

Assim como o momentum linear é o gerador de translagoes, o momentum angular é o gerador
de rotagoes e o hamiltoniano é o préprio gerador de translagoes temporais. Portanto, para
sistemas que sdo simétricos com relacio a essas operacoes>® cada um desses geradores obedecem
a uma lei de conservacao.

As simetrias de um sistema ou os grupos de operagoes sob as quais o
seu hamiltoniano € invariante implicam leis de conserva¢des para os
geradores desses grupos.

Do mesmo modo que as leis e equacoes fundamentais da Fisica,3? as leis de conservacao e

os principios de invariancia sao postulados a posteriori e nao verdades a priori. Entretanto, a
utilizagao desses principios foi tao frutifera nas maos de Einstein e Dirac que, a partir de meados
do século XX, passa a vigorar na Fisica Tedrica a tendéncia de se construir teorias e tentar
derivar as outras leis e equagoes dinamicas da Fisica a partir desses principios de invariancia,
adotando-os como principios fundamentais. Tal énfase é oposta a que levou ao estabelecimento
das teorias classicas da Mecéanica e do Eletromagnetismo, e mesmo a Mecanica Quantica Nao-
Relativistica, construidas e elaboradas a partir de generalizacoes de algumas leis particulares e
nao de principios tao gerais.

Sobre a utilizacao indiscriminada desse procedimento, vale lembrar as palavras do matemaético
Henri Lebesgue,[10]

“Uma generalizacao realizada, nao pelo vao prazer de uma generalizacao mas, para resolver
g ¢ s p p g ¢ s D
problemas previamente existentes € sempre uma generalizacdo frutifera.”

5.3 Geradores e regras de comutagao

Em vez de definir alguns outros operadores a partir de generalizagoes de relagoes classicas, as
representagoes de grandezas dinamicas associadas a leis de conservagoes podem ser construidas
a partir das representagoes unitarias dos chamados grupos de simetria, ou seja, determinando-se
seus geradores.

As simetrias associadas a leis de conservagao cldssicas, do ponto de vista matemaético,
estdo associadas aos grupos continuos, ou seja, operagoes que podem ser obtidas a partir de
transformagoes infinitesimais.

Se T'(e;) é uma representagdo de um grupo, onde os ¢ sao parametros do grupo, as
transformacoes unitdrias infinitesimais induzidas S(7") podem ser expressas por

38 Por exemplo, sistemas livres de acdes externas.
39 Como as Leis de Newton e as Equagées de Mazwell, Schrédinger e Dirac.
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S(T)=1+1iY €G;

J

onde os G; sao os geradores (hermitianos) do grupo.

Desse modo, resultam dois procedimentos:

e um para determinar os geradores do grupo,

e outro para determinar seus comutadores com algum operador L(x).

S(T)p(x) = (Tx)

SL(z)S™! = L(Tx)
Y
i Giv(x) = (Tx) — p(x)

J

—i ) €[L(x),G;] = L(Tz) — L(x)

J
Por exemplo, no caso de translacoes tri-dimensionais 7%,
/
T =T tap = (Tax)k

escrevendo-se o operador de translagao infinitesimal como

S=1+4Y appi/h
k

onde p; é a componente k do gerador de translacao, resulta

) = 6@+ D) - 9@ = gt - gt
ou seja,
0
= —ih—
pr = —iho -
Das regras de comutacao,
.G
—Zg[xlapk]f = wm+a)—z = aq = dpa
resulta
’ (21, pi]. = ihd ‘
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5.4 Momentum angular e rotagoes

No caso de rotacoes em torno de um eixo z,

T x — Oy
T —
Y Ox +y

Escrevendo-se o operador de rotacao infinitesimal como

| S=1+i0L./h |

resulta que
Lz
19?1/1(337,% Z) = ¢($ - 6y7y + 03:7 Z) - ¢(fC, wa’)
0 0
=0 <$ay - ym) v

ou seja, o gerador de rotacoes em torno do eixo z é a componente do operador momento

angular L na diregao z,
0 0
L, = —th— | —y | —ith—
! ( ' 0y> Y < Z 5’56)

Py Pz
= TPy — YDz

De maneira geral, o gerador de rotagoes L; em torno de um eixo genérico x; é expresso por

Li = €nzip

k1l
Uma vez que L é um operador vetorial,
L, L,—06L,
T —
L, 0L, + L,
implica
0
—iy Ly, L] = (Ly—0Ly)— Ly,
0
_Zﬁ [Ly,L:] = (Ly +0Ls) — Ly
U
Ly, L] = —ihL,
[Ly,L;| =1ihL,

que pode ser resumido nas seguintes relagoes de comutacgao,

[Lj, Lk}, = ihﬁljkLl
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A Operadores lineares

De maneira geral, um operador é qualquer relagao definida entre os membros de um conjunto.

Por exemplo, a derivada de uma funcao f em uma varidvel z, real ou complexa,
, d
fiz) = o fz) = Do f(2) = g(x)

resulta em outra fungéo g de z. Nesse sentido, a derivagdo é um operador representado por

d

. ou D,

A multiplicacao de uma fungdo f(x) por um nimero real ou complexo (¢), c¢f(x), é um outro
operador simplesmente representado por c.

Do mesmo modo, a integracao (indefinida) de uma funcao f(x),
[ @) do= i)

é um operador que pode ser representado por

Zf=h

A.1 Produto escalar e ortogonalidade

A classificacao dos operadores definidos num conjunto de funcoes*? esté associada, principal-
mente, & definicdo do produto escalar.

O produto escalar definido num conjunto L? = {f, g, h,...... } de fungdes em uma varidvel z,
que se anulam no infinito, é uma operacao binaria entre duas fungoes f e g que resulta em um
nimero complexo ou real, definido e representado por?!

(ro)= [ T @)g(a) da

Se ¢ é um numero real ou complexo, as propriedades basicas do produto escalar sio:

(f.9) = (9. )
(f,g+h) = (f,9)+(fh)
(ficg) = c(f,9)
(cfrg) = (f,9)
)

g
(f,f)=0 e (f.f

4°0u qualquer conjunto de vetores.
410 produto escalar de duas funcdes f e g de uma varidvel z, em um intervalo a < & < b, com relacdo a uma
funcao peso real positiva w(z) é dado por

= 0 se e somente se f =0

/ w(z) f*(z) 9(z) da
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Por suas propriedades bésicas,*? o produto escalar em L?, ou em qualquer conjunto de funcées

onde ele seja definido, é uma generalizacao do produto escalar (@.b) entre dois vetores geométricos
a e b, que fazem um angulo 6 entre si.

@.b = |al b cos b

Se @, b e ¢ sdo vetores e A é um numero real,

ib = ba
a(b+é = ab+ac
a.(\b) = A@.b)
ad>0 e dd = 0 seesomentese a=20
Assim, o ntimero positivo ||f|| = (f, f)'/? é denominado norma de f.

Se um vetor @ possui norma unitaria, o produto escalar d.b, em linguagem geométrica, é uma
medida da projecao de b sobre a direcao de d.

O produto escalar permite a definigdo de uma das relagoes mais utilizadas num conjunto de
funcoes, a ortogonalidade: duas funcoes f e g sdo ditas ortogonais® se:

(fi9)=0

A.2 Operadores lineares, adjuntos e hermitianos

Um operador A que atua sobre as funcoes de L? é dito linear se:
A(f+9)=Af+Ag
A(cf) = ¢(Ax)

Por exemplo, o operador derivada, d/dx é linear,

d L df . dg
(9 =+

de dz
d df
%(Cf )=c (dx)
Sao lineares também a multiplicagdo por um niimero e a integracao de fungoes.

Um outro exemplo é a projecdo de uma funcao f na “direcdo” de uma funcao de norma
unitaria ¢, definida por

Pyf = (¢, /)¢

Tal operador ¢ linear,

Py(cf) = (¢,cf)o = c(¢, [)o = c(Pyf)

42E importante notar que para satisfazer as propriedades bésicas, é necessario que a integral

tn= [ T @) de

de qualquer funcédo de L? exista. Nesse sentido, L? é dito o conjunto das funcdes de quadrado somavel.
43Cabe notar que a relacio de ortogonalidade em um conjunto de funcdes depende do intervalo de definicdo do
produto escalar.
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e, usualmente, chamado de projetor.

A adigao de operadores lineares é naturalmente definida. Por exemplo, multiplicar uma
funcdo f(x) por um nimero ¢ e adicionar o resultado & sua derivada,

c f(z) + f'(z)

pode ser atribuido ao operador

d
c—I—%:chDx

denominado soma do operador multiplicacao por um nimero com a derivada.

A acao sucessiva de uma mesma operacao, ou de operacoes distintas, leva ao conceito de
multiplicagao de operadores. Por exemplo, a derivada segunda, que resulta da aplicacao

sucessiva da derivada primeira,
d (d
7 _ s
P =g (55@)

é um outro operador linear, denominado produto de d/dx por d/dx, e representado por
d2

a 2
2 ou Dy
A definicdo do produto permite representar de modo mais simples a caracteristica fundamental
de um projetor. Uma vez aplicado a uma funcao o resultado é invariante a aplicagoes sucessivas

do mesmo,

Py (Pyf)=P}f=Pyf = | P2 =Py

ou seja, os projetores tém a propriedade de idempoténcia.

A partir do produto, surge também o conceito de operador inverso A~! de um operador
linear A,

ATNAf)=fe A'A=1

Nesse sentido, a integral indefinida e a derivada de uma funcido sdo operadores inversos um
do outro
@) de= 0 [ fa) do = f(a)
7y (@) dv = x) dr = f(x

Lsz:Dxszl — D;lzonuL;IZDz

Apesar de L, e D, serem operagdes comutativas, em geral a multiplicacao entre operadores
A e B, ao contrario da adi¢do, ndo é comutativa,

AB # BA (em geral)

Desse modo, diz-se que as operagoes de multiplicar por = e a deriva¢ao d/dx ndo comutam,

(x ;;)f:x <Z{C> =z f'(x)
<a§i x)f_;;(xf)—xf/(x) + flz)
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d d
ou
4 _ 94 _ 4
xdm da:x_

Nesse contexto, a diferenga entre os produtos z(d/dzx) e (d/dx)z, que é igual ao operador —1,
é denominado comutador de x e d/dx e, genericamente, é representado por

4y _, 4 _ 4 _ 4
x’dx__mdx dz *

Uma vez definidas a adicdo e a multiplicacao de operadores, pode-se definir também as
funcdes de operadores lineares**. A exponenciacio e?, ou em geral, qualquer forma
funcional de um operador linear A é definida a partir da expansao em série de Taylor

A2 A3
A
et =14+A4+—+—+......
A+t

dx

d N _ [T dg
(f,dxg> - [ rfe

d
O produto escalar em L2, (f, g)

d
pode ser escrito também como <_d /5 g>
x

. - . . d
Assim, com relagao ao produto escalar, pode-se associar ao operador linear A = e um outro
x

d
operador linear AT = I denominado operador adjunto, tal que
x

(f, Ag) = (Alf,g)

Para a operacao de multiplicagao por um ntmero complexo c,

(ficg) = c(f,9) = (¢ f,9)

de acordo com as propriedades do produto escalar,

cf = ¢

o adjunto de uma constante multiplicativa é o seu conjugado.

Um operador linear H ¢ dito hermitiano ou auto-adjunto se H = H

44 Que sao também operadores lineares.
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| (f,Hf)=(Hf,f) (veal) [5

Assim como a ortogonalidade, o cardter hermitiano e a determinacdo do adjunto de um
operador linear dependem do intervalo de definicado do produto escalar.

d
Por exemplo, o operador zd— é hermitiano em L?, pois
x
d o d °o df*
<f,ig> - / i dx:z'[ *g]oo . z/ 0 Y0
dz oo dz —o0 dz
———

N CORESCD

ou seja zi T = zi
135 de )  dx

Algumas propriedades da associagdo de um conjunto de operadores lineares {A, B,C,...... }
e do respectivo conjunto de operadores adjuntos {AT, Bt Ct,

o (f,[A+ Blg) = (f,Ag+ Bg) = (f, Ag) + (f, Bg)
= (ATf,9)+ (Bif,g) = (ATf + B'f,g)

= ([A+ B]'f,9) = (AT + BT]f, 9)
I

[A+ B]f = At + Bf

d N'_ 4, 2
Por exemplo, [ — +¢c] =——+ " em L~.
dx dx

o (1, Alg) = (Alg, )" = (9, Af)" == ([AT]'f.4) = (4], 9)

AT = 4

Um operador linear U que ndo modifica a norma de uma funcdo de L2,

Uf =9 = llIfll=llgll = (f,f)=(9,9)

é dito unitario.

*Uma vez que, (f,Hf)=(H'f, f)=(fH'f)
se H=H — (f,Hf)=(f,Hf)" (real)
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Assim:

e 0 inverso de um operador unitario é o seu adjunto,

Uf,Uf) =UUL )= (f.])

4
Ulv=1 = U '=U"

H

e se H é um operador hermitiano, U = e é unitario,

H2 ‘H3

iH _ o A i
e =1+iH 5 1 i + ...
2 3
iH\—1 —iH _ H
(6 ) = e —].—ZH—T‘FZ?-F ......
pois o operador adjunto de e é e7*H
2 HTB
iHNY 1 et A1
(e ) 1—iH 5 +1 i 4+
se Hf = H,
iHN\T . § -HS —iH
(6 ) _1*1H*7+’L?+ ...... = e
\
(eiH)T el =1 — U =¢H ¢ unitério,
ouseja, Ul=U"1=¢#H
A.3 Autovalores e autofuncoes
Se A é um operador linear e ¢,, é tal que
Apn = andn (an, real ou complexo)

ou seja, a acao do operador sobre ¢, é simplesmente multiplicativa, ¢, é dita uma autofungao
de A, associada ao autovalor a,,.

Desse modo, um operador hermitiano H possui autovalores {¢,} reais e autofungoes {¢,},
associadas a distintos autovalores, ortogonais.

i (‘lsm%) =en(fn, Pn) = &= (&n, Hpn) (real)

(¢n, &n)

€n

o (& Hom) = (Hon ém) = (en = em)(dn, dm) =0

€m €n

se €, # €m —> (¢n7¢m) =0
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Por exemplo, e** e e sao autofuncoes do operador d/dzx, associadas, respectivamente, aos

autovalores positivos a e b,

d

axr axr
—e® =ae
dx
d

bx bx
—e* =be
dx

Por d/dx nao ser hermitiano, no intervalo (—oo,0)%0, e e e’ nio sdo, necessariamente,

ortogonais,
0
(eax’ebx) :/ 4T eba: dr
—00
1 0 1
_ (a+b)a:] _ 0
a + b [6 —00 a + b ?é

No caso do operador id/dz, as funcdes e~ e e~™* sio autofuncoes ortogonais, no intervalo

(—00, ), associadas aos autovalores reais e positivos a e b,

iie—iaw‘ — q ¢ law
dx N
d ) )
Z'%e—sz —b e—sz
e7
(e—iaxje—ib:c> :/ eiax e—ib:c dr :/ ei(a—b):r; da
0 o0
= lim {/ ea=)z v gy, —|—/ gila=b)z —ex d:c}
e—0 oo 0
1 1
=1i _ _ b
6%{i(a—b)+e i(a—b)—e] 0 (a#0)
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d o d o 4
(fy@g)z‘/iwfﬁdmz[fg]goo—/imgédx
_ 0 df
= qou0, [ (-F) s

fﬂ; §(z) f(z)g(x) da

((2)'50) -1 [0 ) ] o
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A.4 Representagao matricial

7

Normalizando-se” as autofuncdes {¢, } de um operador hermitiano H, esse conjunto pode ser

expresso por

{d)n | Hoy = enoy e (¢n7¢m) :5nm}

Em linguagem geométrica, se f é uma funcio de L? e ¢,(x) é uma autofuncio normalizada
de um operador hermitiano H, uma vez que o produto escalar (¢, f) é a medida da projecao de
f na direcao de ¢,*8, pode-se representar, ao menos formalmente, qualquer funcio de L? pela
soma de suas projecoes sobre todas as direcdes das autofuncdes {¢,}*® de um operador linear
hermitiano H, ou seja, por uma combinacao linear do tipo,

F=Y" fntn

onde os f,, sdo as medidas das respectivas projecoes de f nas direcoes de ¢,

Jn = (¢n7f)

Assim,

F=> (¢n 1) dn

Nem sempre a cada autovalor corresponde uma tnica autofungao,
Adl = and,  {i=1,...,00}
Nesse caso, diz-se que o autovalor a, é degenerado e que o grau de degenerescéncia € g,.

O conjunto de todas as funcoes obtidas pela combinagao linear das g, autofungoes ¢, de um
operador hermitiano A, correspondentes a um autovalor a,,, ¢ denominado subespago préprio
de a,,.

A utilizacdo de autofuncoes ortogonais e normalizadas °° de um operador hermitiano permite
que equacoes ou expressoes envolvendo operadores sejam representadas por matrizes.

Por exemplo, se duas fungoes f e g estao relacionadas por um operador linear L,
f=Lyg

e {¢n} é um conjunto de autofuncoes ortonormais, associadas aos autovalores a,, do operador
hermitiano A, ou seja,

App = andy
multiplicando-se a equagao que envolve f e g escalarmente por ¢, e utilizando-se a expansao
9=">_ gkbx
k

470 processo de normalizacio de uma funcéo f consiste em dividi-la por sua norma,

=k = bl = VR = 1

48De modo mais geral, no subespaco préprio (ver no texto, adiante) associado ao autovalor €.

49Como essas direcdes sio ortogonais entre si, o conjunto é denominado também de base prépria ortogonal
de H.

50Denominadas bases ortonormais.
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(6, f) = (¢n, Lg) = Z b, Lér)
Y k
fn Lnk:
ou seja,

fe =" Luk gk
o

Uma vez que cada L,;, denominado elemento de matriz, é univocamente determinado pelo
operador L e pelas autofungoes ¢, de A, a matriz £, constituida por esses elementos, é
denominada representagao matricial de L na base prépria de A, e a equacao pode ser expressa
por

onde .7 e ¢ sao as representagoes matriciais (matrizes colunas) das fungoes f e g.

Desse modo, qualquer teoria fisica linear, como a Mecanica Newtoniana para sistemas lineares,
o Eletromagnetismo em meios lineares ou a Mecanica Quantica de Schrodinger, pode ser expressa
numa forma matricial. Historicamente, essa foi a primeira forma de apresentacdao da Mecanica
Quantica por Heisenberg (1925).
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