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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Karl Pearson (1857-1936)

Karl Pearson
Ronald Fisher
Pearson x Fisher

The Grammar of Science — 1892

Modelos estatisticos como alternativas a visao deterministica do
séc. XIX

Todo experimento esta sujeito a efeitos imprevistos e nao
observaveis

Os resultados {x;} de um experimento obedecem a certas
distribuicbes estatisticas, p(x) , que sdo caracterizadas por
alguns parametros: média, desvio-padrao, simetria e curtose

Os observaveis na Ciéncia sao as funcdes de distribuicdes
estatisticas que descrevem as probabilidades associadas as
observacoes

Método dos momentos e teste de x* (1900)
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Ronald Fisher (1890-1962)

Karl Pearson
Ronald Fisher
Pearson x Fisher

Statistical Methods for Research Workers — 1925
The Design of Experiments — 1935

@ Todo experimento deve comegar com um modelo matematico
que estime os resultados esperados

@ Os estimadores sao aleatérios e devem ser avaliados segundo
suas distribuicbes de probabilidades, e aos seguintes critérios:
> consisténcia — quanto maior o tamanho (N) de uma amostra
mais préximo um estimador a estara do valor esperado (a) do
parametro  lim a= (a)

N— oo
> eficiéncia — quanto menor a variancia associada mais
eficiente é o estimador V(ay) > V(a2) = ao mais eficiente
> nao-tendenciosidade — o valor médio de um estimador deve

tender ao valor esperado do parametro 2 — (a) g 4
@ Graus de liberdade (1922) e Likelihood (1925) o
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Pearson x Fisher

Karl Pearson
Ronald Fisher
Pearson x Fisher

@ Pearson
As distribuicbes descrevem verdadeiramente os dados
(medidas) resultantes de um experimento, no sentido de
que a partir de um grande numero de medi¢oes pode-se
determinar os parametros da distribuicao real das
medidas.

@ Fisher
As medicoes resultam de uma populagao hipotética, e a
partir de um experimento obtém-se apenas os estimadores
dos parametros das distribuicées hipotéticas dos dados.
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Método da Maxima Verossimilhanga de Fisher

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de funcdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

@ p(x;|#) — distribuicao de probabilidades (PDF) para as
medidas de uma grandeza x, onde 6 € um parametro da
distribuicao

@ para uma amostra A = {xy, X2, X3 ... Xy} de N medidas
independentes, a probabilidade associada € dada por

N

I ~(xilo)

i=1

@ se a PDF p e o parametro séo corretos, espera-se que em
relacao a qualquer outra distribuicao ou parametro, essa
probabilidade seja méaxima.

V. Oguri — PPGF 2011 5/36 Tratamento de dados em Fisica

@
2
m!n‘*



As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de funcdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

@ A fungao definida por

N
L(O1x1, %2, X3 ... xn) = K [ p(xil0)

i=1

quantifica o quao verossimil € o valor do parametro para
uma dada amostra de dados, no sentido que, se 64 € g
sdo dois valores possiveis para o parametro e

L(0a) > L(05)

diz-se que 6, € uma estimativa mais verossimil para o
parametro do que 6p.
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de funcdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

@ Os estimadores de maxima verossimilhanga (ML) sao
aqueles que maximizam a chamada funcao de
verossimilhanca (likelihood).

@ Fisher mostrou que esses estimadores sdo “geralmente”
consistente, os mais eficientes, e a tendenciosidade pode
ser calculada e, portanto, subtraida.
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Exemplo

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de funcdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

De uma caixa que contém 10 bolas, entre vermelhas e azuis, €
extraida uma amostra com reposicao de 3 bolas vermelhas e
uma azul. Quantas bolas azuis h4 na caixa?

Para se estimar a quantidade x de bolas azuis contidas na
caixa, a funcéo de verossimilhanga £(x) correspondente a
amostra obtida serd dada pela probabilidade binomial de que
em 4 tentativas (N = 4) de extracdo de bolas azuis houve
apenas um sucesso (m=1).

L(x) x Blm=1,N=4,p=x/10)

0 09

£ =42 (1 %) - X001 (3

=40~ 10 2500 Pargn®
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de funcdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

valores de £(x) para todos os possiveis valores de x

L(x) x 2500
0
729
1024
1029
864
625
384
189
64

9

0
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> Segundo o Principio de Fischer, a melhor estimativa para a ,,j%;é

quantidade de bolas azuis é 3. '
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de funcdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

Comparagéo da fungao de verossimilhanga normalizada (linha

continua — azul) com uma distribuicdo gaussiana (linha )

pontilhada — preta) de mesma média e variancia. g‘g
UERJ
LN
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de funcdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

Aumentando-se o numero de amostras de quatro tentativas,
por exemplo, para duas amostras de um sucesso (uma bola
azul) e uma de dois sucessos (duas bolas azuis), a fungao de
verossimilhanca é dada por

£3(x) = B(1,4,x/10)? x B(2,4,x/10)

I
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de funcdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

para 30 amostras de um sucesso (uma bola azul) e uma de
dois sucessos (duas bolas azuis)

£3(x) = B(1,4,x/10)%° x B(2,4,x/10)

1
0.8—
0.6—
0.4
0.2
F )
) I g’%
0 05 1 5 UEBJS
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V. Oguri — PPGF 2011 12/36 Tratamento de dados em Fisica



As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Estimativas de parametros

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de funcdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

Limite da fun¢do de verossimilhanca

@ espera-se que a func¢ao de verossimilhanga, como funcao
de um parametro 6, represente uma distribuicao de
“probabilidades” cujo maximo seja dado por um valor
situado em torno do valor esperado para o parametro.

@ para um numero “suficientemente grande” de medidas,
pode-se expandir o logaritmo da fungéo de
verossimilhanga em torno de seu maximo,

InL
962 |,

In £(0) = In L(6) — 1 ‘

: (002
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de funcdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

Limite da funcdo de verossimilhanca

para grandes amostras (teorema do limite central), a funcdo de
verossimilhanca pode ser aproximada por uma distribuicao
gaussiana

16In/3

0 —0)?
L) x e 2| 0

o
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As origens dos métodos e testes estatisticos

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de fungdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

Métodos estatisticos
Qualidade de um ajuste
Testes estatisticos

Ajuste de funcdes a histogramas

freq.

18—
o f(x8) - PDF
F (hipotese - teoria)
14—
12 _ ¢ Obs
- =t Numero de bins
10— N
8 Z n=N
o Il \
o Numero total de eventos
2
ot b bbb bl 1 LTI I 0%
0 2 4 6x 8 10 12 14 16 18 x 20 s
| UEBJG
7 X
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As origens dos métodos e testes estatisticos

g Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Métodos estatisticos . -
. . Ajuste de fungdes
Qualidade de um ajuste . )
. Método dos minimos quadrados de Lagrange
Testes estatisticos

Ajuste de fungdes e estimativa de parametros
X,_max
pi(0) = / f(x,0)dx (probabilidade associada a cada bin)
X

min
i

f** = n; (freqliéncia observada)

esp _
fi =

€i(0) = Npi(6) (freqiiéncia esperada segundo PDF )

0 = (6;) = (01,02, ...,0p) (parametros da PDF)

@ Como determinar os parametros?

@ Quao bem a PDF f(x, 0) se ajusta aos dados?
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Método dos minimos quadrados de Lagrange

Método da maxima verossimilhanca de Fisher
Ajuste de funcdes
Método dos minimos quadrados de Lagrange

S_ i [ni —:':'(9)]2
i=1 !

@ parametros 6; sdo aqueles que minimizam S

95 _o i
(p + 1) equagdes 6 J=TesP
n
de vinculos > ni=N
i=1
@ S— (n—p—1) termos independentes 2%
@ v =(n—p—1)n°de graus de liberdade J,’f-,:;;
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Pearson — S obedece a distribuicao de y?
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos Método de x2 de Pearson
Qualidade de um ajuste Lancamento de dados
Testes estatisticos

Qualidade do ajuste

@ parametros (6)) = S = X2,

@ S=xe v = p(Xos) X Pmax \O ajuste é bom
[o@)

® se p(xX* > Xouc) = / , p(x*lv)dx* for pequeno
Xcalc

4

X2..(grande) \o ajuste nao é bom. \

@ se p(x* > X&) = 1(x%. — 0)

. ~ , ) @i
’ajuste nao Compatlve| CcOom OsS erros. ‘ g s

UERJ
&
‘b&m*
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% ordenada — v (graus de liberdade - dgf)

abscissa — x*/v

/2 p(x*|v)dx® = 0.95 /2 p(x%|lv)dx? = 0.05
X X

inf sup

(X2, — X&) <= Intervalo de confianga de 90% i:m‘




As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Método de \(2 de Pearson
Lancamento de dados

Exemplo

Langamento de dados

ocorréncia de uma face,
valor ou evento (/)

@ a posteriori — p; = lim (
N—oo

. 1
@ a priori 5

— Pi =

n=6

Ozp/:‘l
ZIXp,—

1+2+3+4+5+86)=

<= processo aleatério

W)

(probabilidade - p;)

(normalizagao)

3.5 (média)

21
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos Método de X2 de Pearson
Qualidade de um ajuste Lancamento de dados
Testes estatisticos

Amostra de N lancamentos

N =120

i {1 12 |3 |4 |5 |6
n |16 19|27 |17 | 23 | 18
€ |20 120|120 | 20 |20 |20

freq observadas (> =n) —{m,...,ne}

>0

freq esperadas (fesP Npi =€) — {e1,...,¢€6}
n=6
1

Ze/:NZp;:N Pi=g

i=1 i=
~——
1

\
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos Método de X2 de Pearson
Qualidade de um ajuste Lancamento de dados
Testes estatisticos

Amostra de N lancamentos J

i nj €j I'II2

1]16 | 20 | 254
2119 | 20 | 361
3|27 [20 729
417 20 | 289
5123 |20 | 589
6|18 | 20 | 324

2488

@ As diferengas sao significativas?
. . . ggﬂ
@ Como caracterizar a discrepancia? vERs £

V. Oguri — PPGF 2011 23/36 Tratamento de dados em Fisica



As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos Método de x2 de Pearson
Qualidade de um ajuste Lancamento de dados
Testes estatisticos

Medidas de discrepancia
® (n; —¢;) # 0 (desvio)

n n n
o Yo=Y omSa=0
i—1 i—1 i—1
N N
n
° Z(n,- — ¢;)? (ndo suficiente)
i=1

n n
(i — ei)? n;
2 __ — B —
oX_; - .Ze,- N=44
x? depende de (n — 1) termos independentes
v = n— 1 (numero de graus de liberdade )
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Método de Xz de Pearson
Lancamento de dados

Teste de x?

[ohiz]

18

16

1

Iy

!

N}

1

o

=)

[}

h2

Nent = 300
Mean = 4.939
RMS = 3.108

Chi2 / ndf = 43.59/ 49
norm =26.12+2.317
=4.878+0.199

0 2 4 6 8

o
~N=44 2

smoo
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Testes de significancia e de hipéteses

Testes unilaterais — p-value e nivel de significancia
Testes bilaterais — nivel de confianga

Testes bilaterais — intervalo de confianca

Experimentos

dados = {xq,X2,..., XN} = s (resultado)

Hipo6tese de nulidade
resultado esperado na auséncia de qualquer outra causa que

Nnao seja o0 acaso.

(discrepancia) s 7# 1o (real ou casual?)

Fisher: o objetivo de todo experimento & testar evidéncias | 8%

contra a hipétese de nulidade

]
r
E'BJ &
Sr!n*
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Testes de significancia e de hipéteses

Testes unilaterais — p-value e nivel de significancia
Testes bilaterais — nivel de confianga

Testes bilaterais — intervalo de confianca

Testes estatisticos

@ pressupdem a escolha de uma distribuicdo de
probabilidade (PDF), p(u|u.), para a distribuicao dos
dados ou para os valores de um parametro.

@ testes de significancia: consisténcia das observacoes
(dados) com a hipétese de nulidade (ndo se considera
hipéteses alternativas — Fisher)

@ testes de hipotese: critérios para a rejeicao ou aceitacao
da hipotese de nulidade (envolve hip6teses alternativas —

Neyman-Pearson)
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As origens dos métodos e testes estatisticos Testes de significancia e de hipéteses

Métodos estatisticos Testes unilaterais — p-value e nivel de significancia
Qualidade de um ajuste Testes bilaterais — nivel de confianga
Testes estatisticos Testes bilaterais — intervalo de confianca
Fisher

@ medida da evidéncia de que um valor observado de um
parametro contrarie a hipétese de nulidade

@ probabilidade de que ocorra um resultado maior do que o
valor observado

PPl pw) = [ plulnc)du (p— value)
m

obs

p— 0 (valor observado ndo compativel com hipétese de nulidade)

jargao estatistico
0,01 < p < 0,05 —diz-se que a evidéncia contra a hip6tese de
nulidade nao é significativa ao nivel de 1%, mas é significativa
ao nivel de 5%
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Testes de significancia e de hipéteses

Testes unilaterais — p-value e nivel de significancia
Testes bilaterais — nivel de confianga

Testes bilaterais — intervalo de confianca

Jerzy Neyman (1894-1981)

prefixa arbitrariamente um nivel de significancia («) e,
consequentemente, um valor limite para qualquer valor

observado

a:P(uZus):/

1> pg (regido de rejeicao)

Hs

o0

p(plpo) dp

Hobs > pts < P <«

hip6tese de nulidade é rejeitada ao nivel de 100 x a %

@ discrepancia estatisticamente significativa ao nivel de
100 x % @
i
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P(H-)

P=PU2 i) = I p(L) dit (p-value)

a=P@zus:J'p(u)du

(nivel de significancia)
N U > g (regiao de rejeicar
D
uobs Hs

ig\'
vmw'
«0O0>» «F>r» « >
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Testes de significancia e de hipéteses

Testes unilaterais — p-value e nivel de significancia
Testes bilaterais — nivel de confianga

Testes bilaterais — intervalo de confianca

a—1 (grande) <=

rejeitar H, verdadeira ——

grande regiao de rejeicao

Y
probabilidade alta de rejeicao
seja H, falsa ou verdadeira
falsa descoberta (erro tipo 1)

@ a rejeicao de uma hipétese de nulidade nao significa que
H, seja realmente falsa, significa apenas que a hipétese
néo é compativel com os dados.

@ outras hipéteses alternativas podem ser mais consistentes

com os dados

@ um unico experimento ndo pode desacreditar uma "boa"

hipo6tese (Fisher)
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Testes de significancia e de hipéteses

Testes unilaterais — p-value e nivel de significancia
Testes bilaterais — nivel de confianga

Testes bilaterais — intervalo de confianca

a— 0 (pequeno) <=

aceitar H, falsa —

grande regiao de aceitagao
probabilidade alta de aceitagao
seja H, falsa ou verdadeira
refutar efeito real (erro tipo Il)

@ a aceitagdo de uma hipétese de nulidade significa apenas
que H, e os dados sao estatisticamente consistentes

@ outras hipéteses alternativas podem ser igualmente

consistentes

@ nao é um unico resultado que estabelece uma "prova"

estatistica
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As origens dos métodos e testes estatisticos Testes de significancia e de hipéteses

Métodos estatisticos Testes unilaterais — p-value e nivel de significancia
Qualidade de um ajuste Testes bilaterais — nivel de confianga
Testes estatisticos Testes bilaterais — intervalo de confianca

Nivel de confianca

P(HIK-)

W
o= Psp) :L Pl du .
P, < <ug =J'p(ulua) du=1-@+ay

(regiaa‘ de aceitacao)

as= Pl g :I Pk) cht

My Hs M
® (u,us) — regiao de aceitagao da hip6tese de nulidade ao #e@%
nivel de confianca (CL) de [1 — (a; + ag)] x 100 % e
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As origens dos métodos e testes estatisticos Testes de significancia e de hipéteses

Métodos estatisticos Testes unilaterais — p-value e nivel de significancia
Qualidade de um ajuste Testes bilaterais — nivel de confianga
Testes estatisticos Testes bilaterais — intervalo de confianca

Intervalo de confianga

()

Hell) )

Hobs

() /

-~

/ it bhg) W

@ Um dado p} e um valor observado ji.,s S6 serdo

compativeis se pertencerem, respectivamente, aos 4
intervalos [(a, b) e (1, 11s) gl
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As origens dos métodos e testes estatisticos Testes de significancia e de hipéteses

Métodos estatisticos Testes unilaterais — p-value e nivel de significancia
Qualidade de um ajuste Testes bilaterais — nivel de confianga
Testes estatisticos Testes bilaterais — intervalo de confianca

Intervalo de confianga

para um dado valor esperado % o valor observado g, SO
estara em uma regiao de aceitacao (M,(u;‘;), us(ui)) definida
por n* e pelo nivel de confianga (CL) pré-fixado, se o intervalo
(a(uobs), b(uobs)) determinado por /i € pelo CL pré-fixado
contiver o valor esperado .}

os intervalos (u, us) € (a, b) séo probabilisticamente
equivalentes, ou seja,

pi(ps) < props < ps(ps) = a(povs) < 15 < B(ptops)

Plui(ps) < provs < ps(ps)] = Plattons) < 5 < b(pions)]

(a, b) é um intervalo de confianca para .
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As origens dos métodos e testes estatisticos
Métodos estatisticos

Qualidade de um ajuste

Testes estatisticos

Testes de significancia e de hipéteses

Testes unilaterais — p-value e nivel de significancia
Testes bilaterais — nivel de confianga

Testes bilaterais — intervalo de confianca

Interpretacdes estatisticas

Pla< po < b)

@ fracédo de vezes que o intervalo (aleatério) (a, b) conterd o
valor esperado do parametro p, (fixo — nao-aleatério)
(frequentista — Pearson-Neyman)

@ probabilidade de que o valor esperado do parametro .
(aleatdrio) ocorra no intervalo (a, b) (subjetiva — bayesiana)
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