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O artigo de Bose, aqui traduzido para o português, constitui-se em “um progresso importante”, usando as
palavras do próprio Einstein, no que se refere ao desenvolvimento de uma teoria quântica da luz. Embora não
afirme explicitamente, Bose supõe que os quanta de luz são indistingǘıveis. Além disso, admite a hipótese, até
então não aceita pela maioria da comunidade f́ısica, de que os fótons possuem impulso. Seu artigo inspirou
Einstein, logo a seguir, a desenvolver sua teoria quântica do gás ideal. A estat́ıstica quântica de part́ıculas de
spin inteiro ficou, justamente, conhecida como estat́ıstica de Bose-Einstein.
Palavras-chave: teoria quântica da luz, quantum, f́ısica quântica.

Bose’s paper, here translated into Portughese, is “an important progress”, using Einsteins’ words, so far as
the development of the quantum theory of light is concerned. Although not explicitly stated, Bose admit that
light quanta are indistinguishable. In addition, he admits the hypothesis, not widely accepted by physics com-
munity at that time, that photons carry on momentum. His paper inspired Einstein, in the sequel, to develop
his quantum theory of ideal gas. The quantum statistics of integer spin particles is known, with justice, as
Bose-Einstein statistics.
Keywords: quantum theory of light, quantum, quantum physics.

Divide-se o espaço de fase de um quantum de luz,
correspondendo a um volume dado, em “células” de
tamanho h3. O número de repartições posśıveis dos
quanta de luz de uma radiação definida macroscopica-
mente entre todas essas células dá a entropia e, por con-
seguinte, as propriedades termodinâmicas da radiação.

—————————–

A fórmula de Planck relativa à repartição de energia
para a radiação do corpo negro constitui o ponto de par-
tida da teoria quântica; essa se desenvolveu durante os
últimos vinte anos, e se revelou extremamente frut́ıfera
em todos os domı́nios da F́ısica. Depois de sua publi-
cação em 19011, numerosas maneiras de demonstrar
essa lei foram propostas. Sabe-se que os pressupos-
tos fundamentais da teoria quântica são incompat́ıveis
com as leis da eletrodinâmica clássica. Até hoje, todas
as demonstrações utilizam a relação:

ρνdν =
8πν2dν

c3
E,

quer dizer, a relação entre o fluxo de uma radiação e
a energia média de um oscilador. Essas demonstrações
fazem hipóteses sobre o número de graus de liberdade
do éter, número que entra na fórmula acima (primeiro
fator do membro da direita). Contudo, esse fator deve-
ria sempre ser deduzido da teoria clássica. Esse ponto,
comum a todas as demonstrações, não é satisfatório, e
não é de se admirar que tenham existido sempre tenta-
tivas de demonstrar esta fórmula livrando-se dessa falta
de lógica.

Uma demonstração notavelmente elegante foi dada
por Einstein2. Ele reconheceu a falta de lógica
das demonstrações anteriores, e procurou deduzir
essa fórmula independentemente da teoria clássica.

∗Tradução de Francisco Caruso (CBPF & UERJ) & Vitor Oguri, Instituto de F́ısica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, RJ,
Brasil.
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Partindo de hipóteses muito simples sobre a troca de
energia entre as moléculas e o campo de radiação, ele
encontrou a relação:

ρν =
αmn

e(εm − εn)/(kT ) − 1
.

No entanto, a fim de relacionar esta fórmula àquela
de Planck, é preciso utilizar a lei do deslocamento de
Wien, e o prinćıpio de correspondência de Bohr. A lei
de Wien é baseada na f́ısica clássica, e o prinćıpio de
correspondência de Bohr supõe que, em certos limites,
a teoria quântica e a teoria clássica coincidem.

Em todo caso, as demonstrações não me parecem su-
ficientemente justificadas do ponto de vista lógico. Por
outro lado, parece-me que a hipótese dos quanta de luz,
em relação com a Mecânica Estat́ıstica (tal qual Planck
a adaptou segundo as necessidades da teoria quântica)
deve ser suficiente para demonstrar essa lei, indepen-
dentemente da teoria clássica. Descreverei brevemente
o método a seguir.

Suponhamos que a radiação esteja contida em um
volume V e que sua energia total seja E. Existem vários
tipos de quanta em número Ns e com energia hνs

E =
∑

s

Nshνs = V

∫
ρνdν. (1)

Para resolver o problema, é preciso determinar Ns, que
determinará ρν . Se pudermos expressar a probabilidade
de cada distribuição caracterizada por um número Ns

arbitrário, então a solução será obtida, admitindo-se o
critério de tornar essa probabilidade máxima, levada
em conta a condição (1). Procuremos, assim, essa pro-
babilidade.

O quantum tem uma quantidade de movimento
igual a hνs/c na sua direção de propagação. O estado
instantâneo do quantum é caracterizado por suas coor-
denadas x, y, z e sua quantidade de movimento px, py,
pz; essas seis grandezas podem ser tomadas como as co-
ordenadas de um ponto de um espaço a seis dimensões,
onde temos a relação

p2
x + p2

y + p2
z =

h2ν2

c2

Neste espaço, o ponto representativo está sujeito a se
encontrar sobre a superf́ıcie de um cilindro determinado
pela freqüência do quantum. Ao domı́nio de freqüência
dνs corresponde, assim, o espaço de fase

Z
dxdydz dpxdpydpz = V.4π

�
hν

c

�2
hdν

c
= 4π

h3ν2

c3
V dν.

Se dividirmos este espaço de fase em células de extensão h3,
existem (4πν2/c3) dν células no espaço das freqüências dν.

Não há nada de definitivo que se possa dizer a respeito da
maneira de efetuar essa distribuição. Convém, por outro
lado, considerar que o número total de células seja equiva-
lente ao número de disposições posśıveis de um quantum
dentro desse volume. Para levar em conta a polarização, é
indicado multiplicar esse número por 2, de forma que se en-
contra que o número de células correspondendo a dν é igual
a (8πV ν2/c3) dν.

Agora é fácil calcular a probabilidade termodinâmica
(definida macroscopicamente) de um dado estado. Seja Ns

o número de quanta pertencentes ao domı́nio de freqüências
dνs. De quantas maneiras pode-se distribúı-los entre as
células pertencentes a dνs? Seja ps

0 o número de células
vazias, ps

1 o número daquelas contendo um quantum, ps
2

o número daquelas contendo dois etc. O número de dis-
tribuições posśıveis é então:

As!

ps
0!p

s
1!...

, onde As =
8πν2

c3
dνs,

e onde

Ns = 0 · ps
0 + 1 · ps

1 + 2 · ps
2...

é o número de quanta que pertencem a dνs.
A probabilidade do estado definido pelo conjunto dos ps

r

é então: Y
s

As!

ps
0!p

s
1!...

Considerando que podemos considerar os ps
r como grandes

números, temos:

log W =
X

s

As log As −
X

s

X
r

ps
r log ps

r

onde

As =
X

r

ps
r

Essa expressão deve ser máxima com as condições de
v́ınculo:

E =
X

s

Nshνs; Ns =
X

r

rps
r

O cálculo das variações dá as condições:
X

s

X
r

δps
r(1 + log ps

r) = 0,
X

s

δNshνs = 0

X
s

δps
r = 0 δNs =

P
r rδps

r.

Segue-se que:

X
s

X
r

δps
r(1 + log ps

r + λs) +
1

β

X
s

hνs
X

r

rδps
r = 0.

Dela deduz-se:

ps
r = Bse−rhνs/β.

Mas como

As =
X

r

Bse−rhνs/β = Bs
�
1− e−hνs/β

�−1

,

tem-se:

Bs = As
�
1− e−hνs/β

�
.

Além disso, tem-se:
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Ns =
X

r

rδps
r =

X
r

rAs
�
1− e−hνs/β

�
e−rhνs/β =

Ase−hνs/β

1− e−hνs/β
.

Considerando o valor de As encontrado acima tem-se:

E =
X

s

8πhνs3dνs

c3
V

e−hνs/β

1− e−hνs/β
.

Com aux́ılio dos resultados assim encontrados, calcula-se:

S = k

"
E

β
−
X

s

As log
�
1− e−hνs/β

�#
,

Se se leva em conta o fato de que ∂S/∂E = 1/T , segue-se
que β = kT . Introduzindo isso na equação acima para E
obtém-se:

E =
X

s

8πhνs3

c3
V

1

ehνs/β − 1
dνs,

que é equivalente à fórmula de Planck.

(Universidade de Dacca, Índia)
Traduzido para o alemão por Einstein

Observação do tradutor (Einstein). A demonstração da
fórmula de Planck por Bose constitui, na minha opinião,
um progresso importante. O método utilizado aqui pode con-
duzir à teoria quântica dos gases perfeitos, como vou expor
em outro lugar.3

3N.T. Artigos publicados em Sitzungsberichte der Preussische Akademie der Wissenschaften, 22, 261 (1924), 23, 3 e 18 (1925). O
segundo artigo, “Quantentheorie des einatomigen idealen Gases – Zweite Abhandlung”, traduzido por Śılvio R. Dahmen como “Teoria
quântica do gás ideal monoatômico – segundo tratado”, foi publicado na Revista Brasileira de Ensino de F́ısica 27, 113-120 (2005).


