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Principios Gerais da Mecanica Quantica
Origens da Mecénica Quantica

@ quantizagao da energia trocada entre a radiacdo e os
osciladores (&tomos) em equilibrio térmico em uma
cavidade (Planck — 1900)

@ quantizacao da luz (fétons) — efeito fotoelétrico (Einstein —
1905)

@ quantizacao das vibragdes da rede cristalina — calor
especifico dos solidos (Einstein — 1907)

@ quantizacao da energia em sistemas atémicos — atomo de
Bohr (1913)

@ quantizacao de Wilson-Sommerfeld (1915 — 1916)

@ carater corpuscular da radiagao (raios-X — Compton —
1922)

@ dualidade da matéria (de Broglie — 1922)
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Mecanica Quéantica

@ teoria desenvolvida ao final do primeiro quarto do século

XX, para resolver os problemas associados aos
fenémenos decorrentes do comportamento de sistemas
moleculares, atdbmicos e nucleares, cujas particulas
constituintes interagem eletromagneticamente

representa o triunfo da visdo atomistica da matéria

estabelece limitagoes (relacdes de incerteza) entre as
medidas de algumas grandezas associadas a um sistema
fisico (Principio da Incerteza)

suas previsdes probabilisticas baseiam-se no fato de que
a ocorréncia de uma condig¢ao particular (estado) de um
sistema, em um dado instante, nao exclui a ocorréncia de
qualquer outro estado concebivel (Principio da
Superposicao+Interpretacao probabilistica)
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Estados Quéanticos
@ na visao de Heisenberg, a medicdo de uma grandeza A na
qual se obtém um valor a (medida) define um estado (V)
para um sistema, denominado autoestado de A associado
ao valor a

@ na visdo de Dirac, o estado de um sistema resulta de uma
preparacao obtida por fendas, polarizadores, campos
magnéticos, aceleradores, . ..

@ na visdo de Schrédinger, o estado quantico de um sistema
com N particulas é caracterizado por uma funcao das
coordenadas de suas particulas constituintes e do tempo,
chamada fungéo de onda

w(Q7 t) q:(X1,Y1aZ17XZaYZ,227 ------ XNJ’N’ZN)

@ a partir da funcéo de onda, pode-se o calcular as
probabilidades de ocorréncias dos possiveis valores ou g%

. 1
medidas das grandezas, ou componentes de grandezas J

associadas ao sistema
V. Oguri — UERJ 2019 4/28 Principios Gerais da Mecanica Quantica



O movimento da particula na descricao de Schrédinger

@ o estado de uma particula livre de massa m, com
2
p

o € dado por

momentum p e energia E =

(7, t) = Al(B- 7 — ED/h

@ segundo a interpretacéo de Born, a probabilidade de se
encontrar uma particula caracterizada por uma funcao de
onda W (7, t) em um volume dV = dx dy dz é dada por

VH(F, OW(F, )dV = [V(F, t)[2dV
onde V*(7, )W(7, t) = [V(7, 1)|? = p(7, t), denominada

densidade de probabilidade de presenca. satisfaz a
condicdo de normalizacao

/| (F, )2 dV = / ) dV =1
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A equacdao de Schrédinger

@ a evolugao temporal do estado de uma particula de massa
m obedece a equacao de Schrddinger
0

/ha\U(r, t) = HVY(r, 1)

h2 oo -
onde H = —%Vz + V(r, t) é o operador hamiltoniano, e a
energia potencial V/(r,t) descreve as interagdes da
particula com outras particulas ou campos
eletromagnéticos.

@ se V¥, e V, sdo dois possiveis estados de uma particula, a
linearidade e homogeneidade da equacao de Schrddinger
implica que

ciVqi + Vs

€ também um possivel estado da particula (Principio da
Superposicao).
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O movimento da particula na descricao de Schrédinger

@ uma vez que p(r, t) = |W(r, t)|? é a distribuigao de
probabilidades de presenca da particula, a posicao média
(r) e as incertezas na posi¢ao séo dadas por

(7) :/?p(F, t)dV = /F|\|J(F, t)[2 dV
(Ax)? = (x%) — (x)?

(Ay)? = (y?) — (y)?

| (A2)? = (2%) - (2)?
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Movimento da particula em Campos Conservativos

Estados Estacionarios

@ para campos conservativos, o operador hamiltoniano H
representa a energia da particula, e equagao de
Schrédinger pode ser reduzida a uma equacgao de
autovalor que determina os possiveis valores {E} para a
energia, e os respectivos autoestados {vg(7,t)} de

energia
V(7. )= V(F) = (7 t)=y(F) ()
1 h? 1 d
TG [ e RAR V- V(_)] Y(F) = hq&()dgf E (energia)
o(t) = o—iE/Rt
(1) g:
:y!n*@
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Movimento da particula em Campos Conservativos

Estados Estacionarios

@ as energias permitidas e as (auto) fungcdes
correspondentes sdo solugdes do problema de autovalor

Hye(F) = Eve(F)  (equagao de Schrodinger independente do tempo)

h2
H=——V24+V
onde 5 + V()

@ 0s autoestados de energia
V(7 t) = e(r)e” iE/ht

sao também denominados estados estacionarios, pois a
densidade de probabilidade de presenga associada a um
autoestado de energia é independente do tempo

p(7, 1) = VE(F, OVE(F, 1) = v (F)ve(r) = p(7)
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Movimento da particula em Campos Conservativos

Estados Estacionarios

@ para potenciais do tipo pogo, nos quais 0 movimento da
particula é praticamente confinado em uma regiao
(estados ligados), a solucao do problema de autovalor
(equacao de Schrédinger independente do tempo) resulta
em um conjunto discreto de autovalores (espectro de
energia — { Ep}) associado a um conjunto de autofun¢des

{¢n(7)}

@ para uma particula confinada em uma regiao, as
autofungdes do hamiltoniano e, portanto, os autoestados
de energia sao ortogonais

Hiyp = Eppp = /W YndV = (Y1,¢n) = o
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Movimento da particula em Campos Conservativos
Estados ndo estacionarios

@ devido a linearidade e homogeneidade da equacgéo de
Schrédinger, qualquer condigéo, estado V(r, t), de uma
particula em um campo conservativo pode ser expresso
pela superposicao linear dos autoestados estacionarios de
energia, V(7 t).

V() =3 caVa(F, t) = 3 cotbn(F) e/ 1

onde os coeficientes ¢,, de acordo com a propriedade de
ortogonalidade dos autoestados sao dados por

o = /¢;W(F, 0)dV = (i, V)
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Movimento da particula em Campos Conservativos

Probabilidades e valores médios da energia

@ uma vez determinado os autoestados de energia de uma
particula em um campo conservativo, a evolugao da
particula a partir de um dado estado inicial V,(7) é dada
por

W(E 1) = 3 (thn, Wo) nl(7) @7 71

n Cn

@ quanto maior |c,|, maior o peso do autoestado associado
ao valor de energia E, na expanséo de um dado estado

d
S
0 v

&
E)
-g=|
%,
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Movimento da particula em Campos Conservativos

Probabilidades e valores médios da energia

@ de acordo com a interpretacao de Born e a propriedade de
ortogonalidade dos autoestados, os coeficientes ¢,

obedecem & relagdo Y, |cn|? = 1, uma vez que
(E;j—En)

/\U*(F, HW(F, t)dV = Zc,*cne" ; t/q/zf(?)zpn(?) aVv = 1

I,n

5/n
@ desse modo, interpreta-se

Py(Ep) = |cn|?> — probab. de ocorréncia do valor de energia £
<E>\|; = Zn En]Cn|2 —> valor médio da energia (ndo depende do tempa)

(AE)y = /(E?) — (E)? — incerteza na energia
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Movimento da particula em Campos Conservativos

Probabilidades e valores médios da energia

@ se a particula encontra-se em um autoestado de energia,

(E)n=En
{ (AE), =0

@ o valor médio da energia pode ser calculado também por

(E)y = /\U*(H\U) dV = (W, HV)

)

&‘yp\‘*

V. Oguri — UERJ 2019 14/28 Principios Gerais da Mecanica Quantica



Grandezas, observaveis e operadores

@ as grandezas escalares, como a energia (E), ou as
componentes de grandezas vetoriais, como as
coordenadas (x, y, z) da posi¢cao ou as componentes
(px, Py, Pz) do momentum, chamados (observaveis)
associados a uma particula, sao representadas por
operagdes lineares definidas sobre a fungao de onda
V(x,y,z,t) que representa o estado da particula em um
dado instante.

coordenadas operador

X X
posicao y y
z z
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Grandezas, observaveis e operadores

momentum

onde i ~ 10734 J.s é a constante de Planck reduzida, a qual
determina um valor caracteristico para a descricdo quéantica de

um sistema.

componente operador

.0
Px —/ha7
.0
Py —/h@
.. 0
Pz —/hE
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Resultados de medigbes

@ 0s observaveis associado a um sistema fisico sdo
representados por operadores hermitianos;

@ os autovalores {a,} do operador hermitiano A que
representa um observavel sdo os possiveis valores para
as medidas do observavel;

Adn = andn (n=1,2,...)

@ o conjunto das autofungdes {¢,} associado aos
autovalores {a,} de um operador A constituem um
sistema ortogonal completo, tal que qualquer estado V
pode ser expresso como

\U:ZCnﬁbn

onde ¢p = (én, )
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Resultados de medicoes

@ a probabilidade de ocorréncia de um autovalor a, para a
medida de um observavel A associado a uma particula em
um estado V(7. t) é dada por

Py(an) = ’Cn‘z

@ 0 valor médio por
(Ahw = Z an |cnl?
n
@ e adispersdo em torno da média (incerteza) por

DA= \[ () — (A
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Resultados de medicoes

@ 0 valor médio de um observavel A pode ser determinado
também por
(Av = (V, AV)

@ se 0 espectro (conjunto de autovalores) de um observavel
€ degenerado,

A¢?; - an¢?’é (CY = 1, ...... ,gn)

a probabilidade de ocorréncia de um autovalor a, para a
medida de um observavel A associado a uma particula em
um estado V(7. t) é dada por

gn
Pu(an) = 3 165, )2
a=1
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Equacao de Ehrenfest

@ a evolucao temporal do valor médio de um observavel A
associado a uma particula em um campo conservativo,
satisfaz a equacao de Ehrenfest

d

ih-(A) = [A,H]

onde [A, H] = AH — HA (comutador)
@ o valor médio da energia independe do tempo

d
'E

U
(3

m!m*
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A definigao de um estado quéntico

@ de acordo com a a chamada interpretacao de
Copenhague, imediatamente ap6s a ocorréncia de um
autovalor a, para a medida de um observavel A, M(A), o
estado W, da particula pode ser representado pela
correspondente autofungéo ¢,(r), ou autoestado de A
associado ao autovalor a,

V, = ¢n (autovalor nao-degenerado)

On
Y, = Z Ca¢‘,),‘ (autovalor gn degenerado)
a=1

ST
S
“a o

)
g

V. Oguri — UERJ 2019 21/28 Principios Gerais da Mecanica Quantica



Observéaveis compativeis
@ sejam trés medicdes sucessivas de A, Be A
a = i (A =ah)
M(B) =b = wz (BQ/)Q = b?bg)
MA)=4a =

@ se & = a, diz-se que os observaveis A e B sdo
compativeis, e ¢’ = 15, € um autoestado simultaneo de A

eB
{ Awa,b = awa,b
B@Da,b = bd’a,b

@ observaveis compativeis possuem autoestados em
comum
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Estado quantico bem definido

@ 0 estado de uma particula apés a medicao de uma
grandezaA nao é perturbado pela medicdo de uma
grandeza compativel B

@ grandezas compativeis podem ser medidas
simultaneamente

@ a partir da determinacéo simultanea de um ndmero
maximo de grandezas compativeis e independentes,
pode-se definir de modo univoco o estado quéntico de
uma particula

@ a determinacao desse numero maximo de grandezas
compativeis e independentes é uma questao experimental

Px; Py, Pz, Sz (iivre)

(elétron)

w

E, L2 L,,S, (atomo)

,,,ﬁ
.%-E
0 v
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Regras de comutagéo e compatibilidade

@ a compatibilidade ou a ndo-compatibilidade de dois
observaveis A e B pode ser expressa pela regra de
comutacao entre os operadores que os representam

@ se A e B sdo compativeis e 1) = 15 resulta de medigoes
sucessivas de A e B, ou seja, ¢4 € um autoestado
simultaneo de A eB,

Aap = aap A(Bwa,b) = abl/}a,b

=
Biap = bwa,b B(Awa,b) = ba?/’a,b = abwaz,b

4
(AB—BA))ap=0 — [A, B} =0 (comutador nulo)

diz-se que A e B comutam
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Regras de comutacao e compatibilidade

[A,B] =0 <& Ae Bcompativeis
° [A,B] #0 <« Ae B nao compativeis

@ X e pyx ndo sao compativeis (Mmomentum e posi¢ao)

L
x(pxV) = —ih x X
= X(pxV) — px(XV) = ila)
(XPx—Pxx)¥
px(xW) = —ihv — ihx ¥
Y
L |:X, px] = Ih

2
"

V. Oguri — UERJ 2019 25/28 Principios Gerais da Mecanica Quantica



Principio da Incerteza e relagbes de incerteza

@ o Principio da Incerteza estabelece limitagdes para as
incertezas associadas as grandezas nao compativeis, e
fundamenta-se nas chamadas relac6es de incertezas, as
quais derivam das regras de comutacao entre os
operadores que as representam

@ relagdes de incertezas entre a posicdo e o momentum

x'=x—(x)
Px = Px — {Px)

Py = Px — {Px)
——
—(px—(px))

(x))? dx

x?) /w(x
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Principio da Incerteza e relagbes de incerteza
{ P = (X' + iapy ) « (real)

P = (X —lapl )t = (X' + iapx + i (py))y*

/W\zdx :/w*(x’+ia<px>)w/dx+ia /1//(px1/)*)dx >0
N————

(¥, ¢') /w x' —io( < >)]w dx >0

- / V¥ (X — iapye) (X + iapy )b dx > 0

= (x?) +"0‘/¢* (X'px — X' ) dx + a® (p5) >0
~—~— N——— ——
(Ax)? [x,px]=ih (Apx)?
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Principio da Incerteza e relagbes de incerteza
(W', ¢") = (Apx)20P+ha+(Ax)? > 0 = h2—4(Ax)? (Apx)?> <0
,¥') = (Apx)“a“+ha+(AX)* >0 = (Ax)" (Apx)” <
J
AxAp, > !
2
h
Ay Apy > >
h
Az Ap, > >
&2
L N
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