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I. METODOS PROBABIL{STICOS DE
SIMULACAO

A. O Experimento de Buffon

Em 1777, o francés Georges Buffon [1] determi-
nou o valor de m, a partir de lancamentos de uma
agulha de comprimento ¢ sobre uma folha de papel,
onde foram tracadas linhas paralelas separadas por
uma disténcia d > ¢ (Fig. 1).

comprimento da agulha

Fig. 1. O experimento da agulha de Buffon.

De acordo com o esquema da Fig. (1), o angulo
0 e a distancia x, do ponto médio da agulha a linha
mais proxima, sao as coordenadas que caracterizam
a configuracao espacial da agulha.

Desse modo, pode-se analisar o experimento
no chamado espago de configuragoes do sistema
(Fig. 2), onde o lugar geométrico para os possiveis
pares de coordenadas (6, x) é um retangulo de lados
e d/2, de drea A = wd/2.

Nesse contexto, as interceptacoes da agulha em
uma linha qualquer, s6 ocorrerao se a condigao x <
(£/2) senf for satisfeita, ou seja, se 6 e x forem as
coordenadas de um ponto sob a curva definida pela
fungdo = = (¢/2) senf, no espago de configuragoes,
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Fig. 2. Espaco de configuragbes do experimento de
Buffon.

Considerando que os langamentos da agulha sao

uniformemente aleatdrios, esses langamentos corres-
pondem a pontos que se distribuem uniformemente
na regiao (retangular) acessivel do espago de
configuracoes.

O experimento de Buffon é andlogo também
as tentativas de acertar uma regiao alvo, a partir
de disparos aleatérios, distribuidos uniformemente,
sobre uma regiao retangular ao redor do alvo.

Assim, de maneira alternativa, cada intercep-
tagao pode ser considerada também como um
disparo de sucesso (evento) e, a probabilidade p
(a posteriori) de interceptagdo da agulha, apés N
langamentos (tentativas), é dada por

p=m/N
onde m é o nimero de sucessos.

Do ponto de vista geométrico, a probabilidade p
(a priori) pode ser expressa pela razdo entre a drea
I sob a curva senoidal e a drea A do retangulo de
lados 7 e d/2, de modo que

p=I/A=m/N
ou seja, 20 m
PEIITN

uma vez que a area (I) sob a curva senoidal é dada

pela integral I = / gsenﬁ df = ¢.
0

Desse modo, a partir de N langamentos de uma
agulha, pode-se estimar experimentalmente, o valor

de 7 por
(V) (L
= m d

Por outro lado, em vez do valor de 7, se nao
soubermos calcular a integral I pode-se estimar o
seu valor por

Para Ny, repeticoes de um experimento
de Buffon com N lancamentos (tentativas), as
freqliéncias (fSP) esperadas para os ntimeros (m)
de interceptacoes obedecerao a seguinte distribuicao
binomial (Fig. 3)

N!
esp __ m _ (N—m)
Fin® = Nexp (N — m)!m!p (1-p)
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Fig. 3. Histograma dos resultados (dados) da
simulagéo de 1000 (Nexp) experimentos de Buffon, cada
qual com 10 (N) langamentos, e da distribui¢ao binomial
esperada para os nimeros (m) de interceptagdes, para
d=¢=1.

com média 4 = (m) = Np = N2/m = 6.3662 e

desvio padrao o,, = v/Np(1l — p).

A partir da geracdo de (Namos) amostras da
simulacdo de (Nexp) experimentos de Buffon, cada
qual com N lancamentos, pode-se verificar a boa
aderéncia entre as distribuicoes dos resultados da
simulagao e da binomial esperada.

De fato, calculando-se para cada amostra j o
valor da quantidade

N ; :
i — 12 O
X?zz% (G =1, Namos)

m=0 m
onde f,, é a freqiiéncia associada ao ndmero (m)
de sucessos em Nep experimentos de Buffon e
fosP ¢ a correspondente freqiiéncia esperada, pode-
se verificar que a quantidade x? obedece a uma
distribuicao de x? (Fig. 4) cujo nimero (v) de graus
de liberdade é determinado pela relagao de vinculo

N N
E i = E foP = Nexp, entre as freqiiéncias,
m=0 m=0

e ao fato de que os parametros da distribuigao
binomial, que determina as freqiiéncias esperadas,
sao determinados a partir do nimero de sucessos m.
Ou seja, o nimero de graus de liberdade v é igual a
N —2.

Desse modo, a incerteza no valor de m, para
um grande numero (N >> 1) de langamentos (ou
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Fig. 4. Distribuicdo dos valores de x* para 1000
(Namos) amostras da simulacgo de 1000 (Nexp) expe-
rimentos de Buffon, cada qual com 10 (N) lancamentos,
com relacao a distribuigdo binomial esperada para os
nimeros (m) de interceptagdes em cada amostra. A
funcéo de ajuste é uma distribuicio de x? com v = 9
graus de liberdade.

tentativas), é dada por

or =1 = T \/Np(1 - p)
m  Np

T /1 1 /1 1
Op = —F— - — =T - -
VNV p m N

A Fig. (5) mostra a concordancia entre
a estimativa da incerteza tedrica, dada por
On = 2.3735/\/N, para a simulagao de um experi-
mento de Buffon, noquald =¢=1,ep=2/7 =
0.63662, no calculo do valor de .

ou seja,

Assim, a incerteza no valor da integral é dada
por

A A
o1 = 5om = 35 VNp(l —p)
ou seja,
A A /m m
01_\/—N 6(1_6)_\/—N N(l_ﬁ)

onde a probabilidade de sucesso p = m/N = € é
chamada também de eficiéncia do experimento.

Um outro resultado, derivado do experimento
de Buffon, é que a seqiiéncia de numeros {6;},
correspondentes aos pares (0,z) que satisfazem
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Fig. 5. Distribuicdo de valores de =, a partir da
simulagéo de 1000 (Nexp) experimentos de Buffon, cada
qual com 1000 (N) langamentos, cuja incerteza esperada
é dada por 2.3735/4/1000 = 0.07506, parad = ¢ =1, e
p=2/7 = 0.63662.

a condicao de interceptacao, estarao distribuidos
segundo a funcao f(#) = sen 6 (Fig. 6).

Essa é a caracteristica do experimento na qual se
baseia o chamado método da rejeicao para a geragao
de eventos distribuidos segundo uma dada pdf *.

Fig. 6. Histogramas das coordenadas dos eventos de
sucesso gerados a partir da simulagao de um experimento
de Buffon, com 1000 (NN) tentativas, para o qual
d=¢=1.

! Probability Density Function.

B. Geracao de Eventos

A geragao de eventos aleatdrios, que obedecem a
distribuicoes de probabilidades conhecidas a priori,
pode ser realizada a partir de simulacoes diretas
(Apéndice I) de um fendémeno aleatério, como o
decaimento radiativo, ou a partir de algoritmos
baseados em métodos de Monte Carlo.

Em Fisica de Altas Energias, a geragdo de
eventos a partir de simulagoes diretas é muito
restritiva, ou mesmo impraticavel pois, devido a
enorme multiplicidade de particulas produzidas em
colisdes em altas energias, os processos (criagao,
aniquilacdo, bremhstralung) envolvidos sdo téo
complexos que a simulagao de eventos, em geral, nao
pode ser realizada diretamente. Dai a importancia
e a necessidade dos chamados métodos de Monte
Carlo.

1. Monte Carlo

O experimento de Buffon, além de permitir
o calculo de integrais e médias, a partir de
distribui¢bes uniformes de numeros aleatorios,
contém também os procedimentos sobre os quais se
baseia um dos métodos numéricos probabilisticos
(método da rejeicao) de simulagdo de eventos,
conhecidos genericamente como métodos de
Monte Carlo.

A designagao é uma alusao as roletas do famoso
cassino Monte Carlo, de Ménaco, como geradores de
nameros aleatdrios distribuidos uniformemente num
dado intervalo.

Apesar de ter sido utilizado por Fermi, em 1934,
no estudo da difusao de néutrons em materiais
fisseis, os primeiros algoritmos de Monte Carlo,
aproveitando-se da capacidade dos computadores
em realizar uma grande quantidade de operagoes,
foram desenvolvidos por von Neuman, Ulam e

Metropolis 2, durante a construcio da bomba

2N. Metropolis & S. Ulam, The Monte Carlo Method,
Journal of the American Statistical Association, 44
(247), 335-341 (1949).



atomica, para a simulacao tanto de problemas
probabilisticos como deterministicos.

No sentido lato, um método de Monte Carlo
possibilita, a partir de distribuicbes uniformes
de numeros aleatérios, a geracao de even-
tos (simulagbes) que obedecem a distribuigoes
de probabilidades conhecidas a priori, ou a
determinacao de quantidades (integrais e médias)
que, ou estao diretamente associadas a processos
aleatdrios, ou sao associadas indiretamente a algum
processo aleatorio.

Praticamente, a construgdo de um algoritmo
simples para um método de Monte Carlo, inicia-se a
partir da geragdo de uma seqiiéncia {ry,ro,...} de
numeros aleatérios distribuidos uniformemente no
intervalo unitdrio (0,1), segundo u(r) (Fig. 7).

u(r)

Fig. 7. Distribuicao de probabilidades uniforme no
intervalo (0, 1).

Em seguida, adota-se alguns procedimentos (in-
tegracao, inversao, rejeicao, transformacao, termali-
zacao de Metropolis) para se determinar e gerar uma
outra seqliéncia {z1,2,...} de nimeros aleatdrios
distribuidos de acordo com uma dada distribuigao
f(z), num intervalo (a,b) (Fig. 8).

f(x)

a b X
Fig. 8. Distribuigdo genérica f(x) de probabilidades
num intervalo (a,b).

2. Método de Inversao

Se encararmos as seqiiéncias {r;} e {x;} como
conjuntos de eventos equivalentes, a probabilidade
de ocorréncia de um valor r; num intervalo (r, r+dr)
é igual a probabilidade de ocorréncia de um valor
x; no intervalo correspondente [x(r), x(r) + dz], ou
seja,

Assim, a probabilidade de que r; seja menor que
um valor genérico r é igual a probabilidade de que
x; seja menor que um correspondente z(r),

z(r)
r :/ f(z') dz" € (0,1)

Desse modo, os valores de z(r) gerados no
intervalo (a,b), a partir da inversao da integral de
f(x), estardo distribuidos segundo f(x) 3.

Por exemplo, uma seqiiéncia {x;} de ndmeros
aleatorios distribuidos de acordo com uma pdf
exponencial,

1
fl@)=5e (0,0)
pode ser gerada (Fig. 9) a partir da relagéo
x(r) = —=Alog(1 —7)

onde r sdo numeros distribuidos uniformemente
entre 0 e 1.

Como (1 — r) também sado ntimeros distribuidos
uniformemente entre 0 e 1, a seqiiéncia {z;} pode
ser calculada também por

x(r) = —Alogr

3Se f(x) ndo for uma pdf, ou uma fungéo normalizada,
deve-se normalizé-la e, gerar os eventos a partir de

1 z(r)
r= E/ f(z') dz’ € (0,1)

b
onde Z :/ f(z) dz
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Fig. 9. Histograma da geracdo de 1000 even-
tos aleatérios distribuidos exponencialmente, segundo

flz)=¢€"".
3. Método de Rejeicdo Simples

Um outro procedimento geral de Monte Carlo
para a simulacgao e geragao de eventos, a partir de
uma seqliéncia {rq,72,...} de nimeros aleatdrios
distribuidos uniformemente num intervalo (0, 1),
desenvolvido por Von Neumann, se apoia no
experimento de Buffon.

De acordo com o experimento, tanto o problema
da geracao de eventos, segundo uma pdf f(z), como
o calculo da integral de uma fungao genérica positiva
f(z), num intervalo (a,b), podem ser encarados
como uma seqiéncia de tentativas de acertar
um alvo (uma certa regido do espago), a partir
de disparos aleatérios distribuidos uniformemente
numa regidao retangular de drea A = frax(b — a)
que engloba o alvo (Fig. 10).

Assim, baseando-se no experimento de Buffon,
a partir de duas seqiiéncias {ri} e {ri} de
numeros aleatérios distribuidos uniformemente no
intervalo (0,1), geram-se outras duas seqiiéncias
{z1,22,...,2n} € {y1,92,...,yn}, uniformes nos
intervalos (a, b) e (0, fmax), respectivamente, a partir
dex=ri(b—a)+aey= fmaxre.

Nesse caso, a condigao para que um disparo
acerte o alvo, ou seja, que um ponto genérico (x,y)
esteja na regido limitada pela curva f(z), pelas retas
xr=aex=>, e pelo eixo das abscissas, é dada por

y < f(x)

N = 10000
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Fig. 10. Espaco de configuracdo para a geragdo
de eventos distribufc;os segundo uma pdf do tipo
I' = 1/2 (FWHM), via método da rejeigdo, a partir
de duas seqiiéncias aleatérias de 10000 (N) valores
distribuidos de maneira uniforme, respectivamente,
entre os intervalos (0, fmax = 1) e (a = 0,b = 3).

Breit-Wigner de parametros p = 2 e

Desse modo, as coordenadas x dos eventos de
sucesso (acerto ao alvo) que satisfazem a condigao
y < f(x), constituem uma seqiiéncia {x;} de valores
distribuidos segundo f(z) (Fig. 11).

N = 10000

Fig. 11. Histograma de eventos aleatérios, gerados
via método de rejeigao, distribuidos segundo a pdf da
Fig. 10.



C. Calculo de Integrais e Médias

Associados aos problemas de geragao de eventos,
estao também os calculos de integrais ou médias.

1. Método de Rejei¢ao Simples

Se, na simulagao por um método de rejeicao
simples, m é o ntumero de eventos de sucesso,
para um grande nimero (N) de tentativas, uma
estimativa para a integral de f(x) no intervalo (a, b)
é dada por

m A |m m
Ior=Ag + — N(1 N)

Para a pdf da Fig. (10), uma estimativa para a
integral da Breit-Wigner,

3 2
r
I= ——— dzx
/0 (x —p)? +17?
é dada por I = 1.2042 + 0.0147.
Esse valor, para N = 10000, foi calculado a partir

do fragmento de algoritmo mostrado abaixo.

double fun(double x)
{return (.572)/((x-2)"2 + .572);}

main()
{
fmax=1.;
m=0;
A=3.;
for (int i=1; i<=N; i++)
{
// rejeicao s/peso
y = fmax*random(1);
x = A*random(1);
if (y < fun(x)) mt++;
}

efic=float(m)/N;
I=Axefic;
sig=(A/sqrt (N))*sqrt(eficx(l-efic));

Uma vez que essa integral é conhecida também
a priori (I = 1.21255), a eficiéncia tedrica e, nesse
caso, é igual a e = I/A = 0.4041833, o que implica
uma incerteza teédrica da ordem de

A
or = —+v/€ (1 —¢€)=0.014722
I \/N ( )

para A =3 e N = 10000.

2. Método Direto

Integrais definidas, num intervalo (a,b), como

I_/abf(x)d:c

também podem ser estimadas diretamente, a partir
de distribui¢bes uniformes de ndmeros aleatdrios
num intervalo (0, 1).

Fazendo-se a transformacao ' = (z —a)/(b—a),
a integral pode ser escrita como uma integral no in-
tervalo unitdrio (0,1).

1
I:(b—a)/o flz'(b—a) + a] d2’

I/

Assim, se {1, x2,...} representa uma seqiiéncia de
numeros aleatorios que se distribuem uniformemen-
te no intervalo (0,1), segundo u(z), a integral I’
pode ser escrita como o valor médio de uma fungao

Mx) = flz(b—a) +al,

1
I :/0 u(z) h(z) de = (h)

tal que seu valor seja dado pela média aritmética da
seqiiéncia {h(z1), h(x2), ...} gerada a partir de uma
grande amostra de {x;},

1
(h) = N E h(x:)
com variancia

oi, = v/ (h?) — (h)?



Desse modo, a integral I de f(x) pode ser
estimada por

C(h—a) &
I="—F Z;f[xi(b—aHa]

com incerteza

or = (b—a)on/VN

onde {x;} é uma seqiiéncia de ntmeros aleatérios
distribuidos uniformemente no intervalo (0, 1).

O fragmento de algoritmo, a seguir, com N =
3000, foi utilizado para estimar o valor da integral,

1
/ # dx = 0.785398
0 1 + IQ

double fun(double x) {return 1/(1+x"2);}

main()

for (int i=1; i<=N; i++)
{
// direto s/peso
x = random(1);
hx=fun (x* (b-a)+a) ;
sum = sum + hx;
sumg= sumq + hx*hx;

h = sum/N;
hq sumq/N;
sigh = sqrt(hqg - h*h);

I = (b-a)*h;
sigl = (b-a)*sigh/sqrt(N);
}

que resultou em I = 0.785319 4+ 0.000293.

D. Reducgao de Incertezas

Tanto no método direto, quanto no método
de rejeicao simples, a incerteza na estimativa de
uma integral depende do tamanho (N) da amostra
da seqiiéncia de ntmeros gerados aleatoriamente,
segundo

L
VN

Devido a esse tipo de dependéncia, ao aumentar-
mos o tamanho da amostra, a incerteza ¢é lentamente
reduzida.

Para problemas unidimensionais, essa dependén-
cia implica que as incertezas estimadas a partir
dos métodos de Monte Carlo sdo maiores do que
as estimadas por quaisquer métodos numéricos
nao-probabilisticos. Entretanto, quando se simula
distribui¢oes ou se calcula integrais multidimen-
sionais, enquanto a dependéncia da incerteza nos
métodos de Monte Carlo permanece a mesma,
as incertezas dos métodos tradicionais tornam-se
maiores.

Por outro lado, para problemas que envolvem
da ordem de 6 ou mais varidveis, os métodos
nao-probabilisticos tornam-se impraticaveis, ou nem
mesmo existem.

1. Transformagao e Inversdo

Uma forma alternativa, e mais eficaz, para a
reducao da incerteza na estimativa de uma integral

1
I= / f(z) dz, consiste em multiplicar e dividir o
0
integrando por um fator de peso w(x),

_ [ Sz) T = () x) dx
I—/Ow(x)w(x)d—Z/O 7 h(z) d

1

onde Z = w(z) dz, de modo que o novo

0
integrando h(z) = f(z)/w(x) seja praticamente
constante no intervalo de integracao, o que pode ser
conseguido se w(z) segue as variagoes de f(z).

Em seguida, geram-se amostras de z distribuidos



segundo o fator de peso, a partir da inversao de

1 =)
r= —/ w(z') dz’ € (0,1)
Z Jo

de modo que a integral possa ser estimada por

IzZX(h)z%Zh(:vi)

com incerteza
or = Zop/VN

menor do que a da correspondente estimativa direta
sem o fator de peso.

Por exemplo, a integral anterior, I = 0.785398,
com N = 3000, calculada pelo algoritmo de
transformacao e inversao a seguir,

double fun(double x)

{return 1/(1 + x72);}
double w(double x)

{return (4-2%x)/3.;}
double x(double y)

{return 2.-sqrt(4-3*y);3}

main()
{
Z=1.;
for (int i=1; i<=N; i++)
{
// direto c/peso
r = random(1);
y = x(1);
hx = fun(y)/w(y);
sum = sum + hx;
sumg= sumq + hx*hx;
}
h = sum/N;
hg = sumq/N;

sigh = sqrt(hqg - h*h);

I = Zxh;
sigl = Zx*sig/sqrt(N);

resultou em I = 0.785369 + 0.000037.

2. Métodos de Rejeigdo

Para os métodos de rejeicao, a incerteza na
1

estimativa de uma integral I = f(x) dx, pode

ser obtida aumentando-se a eﬁcié(r)lcia do método,
ou seja, a fragao de eventos de sucesso, englobando
a pdf original f(z) por uma outra curva w(z), tal
que w(z) > f(zx), para a qual pode-se gerar uma
seqliéncia {z;} de N nimeros aleatérios distribuidos
segundo a mesma, a partir de uma seqiiéncia
uniforme {ri},

1 w(’l‘1)

T = —/ w(z') dz’ € (0,1)
Z Jo
1

onde Z :/ w(x) da.
0

Em seguida, a partir de uma outra seqiiéncia
uniforme {r}}, gera-se uma correspondente se-
qiiéncia {y;} de N numeros aleatérios distribuidos
uniformemente entre 0 e w(z1),

yi = w(z;) X 15
A partir, entdo, da contagem dos pares (x;,y;)

de valores que satisfazem a condi¢do y < f(z), a
integral pode ser estimada por

m
I=A—
N

onde m é o ndmero total de pares (z;,y;) nao

rejeitados pela condigao y < f(z), N é o nitimero
total de pares gerados e A = Z.



A mesma integral anterior, I = 0.785398, com
N = 3000, pode ser calculada pelo algoritmo de
rejeicao com peso a seguir,

double fun(double x)

{return 1/(1 + x72);}
double w(double x)

{return (4-2%x)/3.;}
double x(double y)

{return 2.-sqrt(4-3*y);2}

for (int i=1; i<=N; i++)
{
// rejeicao c/peso
rl = random(1);
x1 = x(r1);

r2 = random(1);
y = w(xl)*r2;

if (y < fun(x)) mt++;
}

efic=float(m)/N;

I=Axefic;

sig=(A/sqrt(N))*sqrt(eficx(1-efic));
}

resultou em I = 0.786323 + 0.0007482.

A Fig. 12 mostra algumas distribuigoes f(x) e,
correspondentes, possiveis fatores de peso w(z) ou
envoltérias.

A geracao de eventos, a partir do método rejeigao
simples, e a determinagao de integrais, partir dos
métodos direto e de rejeigao simples, nao dependem
de integragoes de fungbes adicionais. Por outro
lado, a utilizacao de métodos para a redugao
de incertezas, quando se fazem transformagoes do
integrando, ou se aumenta a eficiéncia nos métodos
de rejeicao, pressupoem a determinagao e a inversao
de integrais de fungoes adicionais.

Assim, a escolha de um método para simulacao,
além da reducao de incertezas, depende do
compromisso entre o tempo de processamento, a

10

w(x)=exp(—(x—0.5)%)/0.1
N2

w(x)= 1.1 exp(—4x)

7=/} w(x) dx = 0.2699632

f(x)=0.12/(0.1%+x)
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w(x)= x

7= 4, w(x) dx = 0.5

w(x)= (4-2x)/3 T

)= 1/(14+x%) ‘

Z=f3w(x) dx = 1

e
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Fig. 12. Comportamentos tipicos de algumas distri-
buigoes f(x) e possiveis fatores de peso w(x).

eficiencia e a simplicidade do método. Em geral,
num mesmo problema sao utilizados varios métodos.

E. Método de Metropolis

Um outro procedimento de simulagao, talvez o
mais eficaz, que tanto pode ser utilizado na geragao
de eventos como na integracao de funcoes é o
chamado Método de Metropolis.

O método apoia-se na  compararacao
da transformacao que pode ser realizada em uma
integral para a reducao da incerteza,

_ _ [uw@) [f@)
1= 1@ a= [*7 57
h(x)

onde Z = w(z) dr, com o cdlculo da média

de uma grandeza (h), associada a um sistema em
equilibrio térmico, a temperatura 7.

w(x)

——
efs(ac)/kT
(hy = /T h(zx) dx

onde x representa um conjunto {z;} de varidveis que
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caracterizam o sistema, e(x) é a energia de cada



configuragao e Z = /675(1)/” dxr é a fungao de
~—

w(z)
particao.

Baseando-se nessa analogia, Metropolis [7]
introduz um algoritmo, a partir do qual a integral
pode ser calculada por um método probabilistico.

Em equilibrio térmico, as transigées (@) do
sistema entre suas varias configuracées podem ser
relacionadas por *

w(z) Qz — o) = w(@’) Q' — x)

onde Q(z — z’) é a taxa de transicao de um estado
de configuracao x para um estado z’.

Do ponto de vista probabilistico, diz-se que o
processo (estocdstico) de transi¢do entre os estados
constitui uma cadeia de Markov.

Denotando-se 8 = 1/kT = w(x) = e*ﬁﬁ(ﬂﬁ)7 a
condicao de equilibrio entre as transigoes do sistema
pode ser expressa por

Ae
T@—2a) _ —p(e—¢)
T(z' — x)

Se x e 2’ sao configuragoes do sistema tais que
—e>¢e (Ae<0)

—e>e (Ae>0) e e PP >re(0,1)
a transicao é aceita.

Como primeiro passo para a construcao de
um algoritmo para implementar o cdlculo de uma
integral segundo o método de Metropolis, seleciona-
se uma configuragio inicial z, e calcula-se w(z,).

A seguir, através de uma variacao aleatéria (Ax)
entre —A e A |

A.Ii = A(2’I‘1 — 1)
determina-se uma nova possivel configuragao,

T, =z, + Ax;

‘Esse é o chamado Principio do Balanceamento
Detalhado.
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O tamanho da variagao é determinado pela taxa de
aceitacao desejada. Um valor grande para A resulta
pequena taxa de aceitacao.

A nova configuracao é aceita com probabilidade

isto é, se p > 7r; € (0,1) a nova configuragdo é
aceita, senao a configuracao anterior passa a ser
considerada como a nova.

Em geral, a geragao de novas possiveis configu-
ragoes é realizada apds Nierm vezes (termalizagao)
para evitar a influéncia da configuragao inicial.

Além disso, o nitmero (Ng,) de configuragoes
possiveis, {z}, é escolhido apds a realizacdo de um
certo nimero (Ngep) passos para evitar correlagdes
entre configuracoes sucessivas.

Assim, o resultado da integracdo de uma fungao
h(z) é dada por

com incerteza

O'IZZU}L/\/N

Para minimizar correlagoes entre configuragoes
sucessivas e determinar o niimero de passos adequa-
dos, deve-se se realizar um estudo sobre a variagao
da funcao de autocorrelacao,

<hn+l hn> - <hn>2
(h3) = (hn)?

C =



Segue-se um algoritmo para a implementacao sumg = O.;

do método de Metropolis, para a integral anterior, n_acept=0;
I =0.785398, com a possibilidade de se determinar
a fungao de autocorrelagao. fsb=0.;
fs1=0.;
double xm,rw,wm,delta=.4,Z=.7469; '
int n_acept; 1j=N_step+1;
double fun(double x) for (int i=1;i<=N_sizxN_step;i++)
{return 1/(1 + x°2);} {

if (i==1) fxb = fun(xm)/wx(xm);
if (i%1j == 0)
fxb = fun(xm)/wx(xm) ;

double wx(double x)
{return (exp(-x*x));}

void metropolis(double &xm,double &wm, metropolis (xm,wm,n_acept);

int &n_acept)

{ if (j%N_step == 0)
double xsav,wtry,rxm; {
Xsav = xm: sum = sum + fun(xm)/wx(xm);
rxm = random(1); sumq = sumq + (fun(xm)/wx(xm))

* (fun(xm) /wx(xm)) ;
fxa=fun(xm) /wx (xm) ;
fsb=fsb+fxb;
fsl=fsi1+fxb*fxb;
fs2=fs2+fxa*fxb;

xm=xm+2*deltax*(rxm-.5) ;
if ((xm < 0.) || (xm >1.)) xm=xsav;

wtry = wx(xm) ;

}
rw = random(1); i
if (wtry > (wm*rw)) corr = (fs2-fsb*fsb/N_siz)/
{ (fs1-fsb*fsb/N_siz);
wm = Wtry; I = Z*sum/N_siz;
n_acept++; sigsq = sqrt(sumq - sum”2);
} N sig = Zxsigsq/sqrt(N_siz);
elgse xm = xsav; acept = float(n_acept)/
} (N_siz*N_step);
}
main()
{ o resultado, para Ngj, = 3000 e Ngp = 15, foi de
int N_siz=3000,N_amos=100, I =0.785321 4+ 0.000749

N_step=15,1j,N_term=1000;

for (int j=1; j<=N_amos; i++)
{

Xm

wm

random (1) ;
wx (xm) ;
n_acept=0;

//termalizacao
for (int 1=1; 1<=N_term; 1++)
metropolis(xm,wm,n_acept);

sum = 0.;
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Apéndices
I Simulacao Direta

O fenoémeno da radioatividade é o exemplo mais
simples de um processo fisico aleatério que pode ser
utilizado para ilustracao de um método de simulagao
direta.

Se a probabilidade (p) de que um ntcleo de um
isdtopo radioativo decaia em outro nicleo, emitindo
uma particula a, num pequeno intervalo de tempo
dt é dada por

p = Adt

e, inicialmente, existem Ny niicleos, o nimero médio
de nicleos restantes (N):;, apds um intervalo de
tempo t, é dado pela lei de decaimento exponencial,

(N); = Nge™ M

onde A, a chamada constante de decaimento estéd
relacionada com a meia-vida ® (T} /2) do isétopo por
A = (lOg 2)/T1/2

O fragmento de algoritmo abaixo pode ser
utilizado para simular esse comportamento.

N = NO (numero inicial de nucleos)
LOOP de t=0 a T, step dt
Nr = N
LOOP sobre nucleos restantes (Nr)
IF [random(1) < p] N =N -1
END LOOP sobre nucleos
WRITE t,N
END LOOP temporal

Esse algoritmo pressupoe o conhecimento da
quantidade inicial de nicleos, informagao que nao
é experimentalmente factivel.

S5Intervalo de tempo em que o nimero médio de niicleos
que decaem ¢é reduzido & metade. T}/, varia de 3 x 107 7s
(3aPo?'?) até 5 x 10*°anos (soNd***).
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II O Experimento de Rutherford-Geiger

Experimentalmente, para isé6topos com meia-
vidas da ordem de horas, ou seja, constantes de
decaimentos da ordem de 107%s™!, as particulas o
emitidas durante certos intervalos de tempo (T =~
10s) podem ser detectadas e contadas. Esse foi o
procedimento realizado por E. Rutherford e Geiger,
que observaram o decaimento de uma amostra de
polénio (Po), num certo ntimero (2608) de intervalos
de tempo (7.5s) pré-determinados.

Uma vez que a quantidade de nicleos é da
ordem de 1023, pode-se considerar que, em cada
intervalo de tempo pré-determinado (7'), muito
menor que a meia-vida do is6topo, a probabilidade
(p) de deteccdo de uma particula «, além de ser
extremamente pequena, ¢ constante e igual a p =
AT, pois o nimero de niucleos praticamente nao se
altera.

Desse modo, o numero (m) de particulas «
detectadas obedece a uma distribuicao binomial que
tende a uma distribuigao de Poisson.
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