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1. A partir da expressao do gradiente, em coordenadas esféricas,
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onde )
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mostre que o laplaciano pode ser escrito como
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2. Sep= fihﬁ, mostre que o operador momentum angular orbital, definido por L=#x p, pode
ser escrito como

L=L,i+ Lyj+ L.k

onde as componentes L, L, e L, satisfazem as seguintes relagoes de comutacao:

Ly, Ly] =ihL,
[Ly,L,] =ihL,
[L., L] =ihL,

onde L* = L} + L2 + L?

3. Mostre que as componentes L, L, e L, podem ser escritas como:

L, = —ih( — sengp% — cotgf cos 9088)
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4. A equagao de Schrodinger para uma particula em um campo central V(r),

1) = | 2+ v v = [~ 52 + +v0)] 0 = Bt

pode ser escrita como
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Fazendo 9 (r,0,¢) = R(r) Y (6, ), mostre que a equagdo de Schrédinger para um campo central
pode ser desmembrada em duas equacoes,
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i (7“ dr) R + 2 ( V)R r2R 0 (radial)

PY =V5,Y =XY (A>0) (angular)

onde os autoestados (Y') de I sdo chamados esféricos harménicos.

5. Denotando Y (6, ¢) = P(0)®(p), mostre que

d*p dP m?
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A condigéo de contorno ®(0) = ®(27), implica

B,y ~ MP (m=0,£1,42,...)

6. Fazendo = = cos 6, mostre que

L]+ (- 125) p=0 el<)

Para m = 0, obtém-se a eq. de Legendre,
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cujas solugoes, os polinémios de Legendre sao dados pela férmula de Rodrigues,

P(x) = o (ji)l (22 1)

e os autovalores sao dados por A =1[(I+1) (I — inteiro positivo)

Para m # 0, obtém-se a eq. associada de Legendre,
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cujas solugoes, os polinémios associados de Legendre, sao dados por,
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tal que |m| <, ou seja, m = (=,—=1+1,...,0,....,1 — 1,1)

Alguns polinémios de Legendre séo

1| P(x) Py(cosb) m | P"(cosf)

0| Ph=1 1 0| P=1

1| =2 cosd 0 | PY=cosf
1 | P}l =senf

1 1 1
2 P2:§(3x2—1) 5(300526—1) 0 P20:§(300529—1)
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Assim, os esféricos harmonicos podem ser escritos como

/™0, ) = Pl (cos §)e!™?

L2Y™(0,0) = R2I(1+1)Y;™(0,0)  (1=0,1,2,...)

LY (0, ¢) = hmY;™ (6, ¢) (m; =0,£1,%2,...,+£])

Desse modo, a equagao radial, que determina os niveis de energia, pode ser expressa como

[ h? 1d<r2d> + R +1) + V(r)} R(r)=ER(r) (1=0,1,2,...)
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. Fazendo u(r) = rR(r), mostre que u satisfaz

2m dr? 2m  r?
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onde o termo V. é denominado potencial centrifugo.

. Para uma interagao coulombiana entre duas particulas de cargas de mesmo mddulo (e) e sinais

contrarios, descrita pelo potencial atrativo V (r) = —e?/2, pode-se escrever
h? d? R?1(1+1 2
A PR HED gy
2m dr? 2m 12 T
Vet
onde Vit é denominado potencial efetivo.
2
Fazendo 7 = pa,, onde a, = — ~0.529 x 107% c¢m é o raio de Bohr, obtém-se
me
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E
sendo € = —, onde R, = £~ 13,6 €V ¢é a energia de Rydberg.
R, 2a,

Para estados ligados (e < 0), as solugbes assintdticas (ndo divergentes) sdo

d*u 2 —a 2
p—r0o0 = d—p2:au = u~e (a® = —¢)
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as quais sugerem que a solucao possa ser escrita como

u(p) = p'*e = u(p)

onde v(p) estd relacionado aos polindémios de Laguerre.
Mostre que v(p) obedece a equagéo

d?v

dv
e + 2{(z+1)—ap]dp + 2[1—a(l+1)}v—0

. A partir da equagao de Laguerre, cujas solugoes sdo os polinémios de Laguerre de ordem

n—+1,
2
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p dp/2

derivando-a k vezes, mostre que

d
Lot + (1= p)giLott + 0+ DLoa(p) =0 (n=1,2.3,..)

dk+2 dk+1 k

Lypi + (k+1-p) Ly + ("+l—k)WLn+l:0

/
P dp/+2 dp/*+

Para k = 2] + 1, resulta que os chamados polinémios associados de Laguerre, definidos por

d 20+1
L@ =17 () Lealo
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d? d
p,dp/z Liljll—l + 2(0+1) = Pl]dfp,Lilfll_l + n—(1+ 1)]Lilfl1_1(p') =0 (n>1+1)

Comparando-se com a equagao para v(p), pode-se estabelecer que

pr=20p = w(p)=L2"" (2ap)

Alguns polinémios de Laguerre sao



d 20+1
Loi(a) L = (12 <> A

dx
Li=—-z+1 Ly=-L)=1
Lo=2%—4z+2 L}:—L’2=4—2x:4(1—g)
L3=—L =6

2
Ly=—2%+922 — 182 + 6 L%:—Lg=3x2—18x+18=18(1—x+%)

2
L} = —L} = —24z + 36 = 36(1 — 37)
Ly =—LY =120

Ly = z* — 162 4+ 7222+
—96x + 24

Ls = —2° + 2524 — 20023+
+ 60022 — 600z 4+ 120




Assim, o espectro de energia para o atomo de hidrogénio é dado por

2
B B _ 1 (e) (n=1,2,3,..)

Os niveis de energia podem ser escritos também como E, (eV) = ———.

Desse modo, os estados estaciondrios do dtomo de hidrogénio sao dados por
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ondel<n—1lem=(l,l —1,...,—1), e as funcoes radiais R(r) sdo dadas por




Finalmente, os autoestados de energia e dos momenta L? e L, do 4tomo de hidrogénio siao dados
explicitamente por
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