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e O microscépio de varredura por tunelamento

A férmula para o coeficiente de transmissdo de uma particula de massa m e energia E através de
uma barreira de potencial (V,), equagao (15.12), indica que a variagao relativa da probabilidade de
tunelamento, com a largura (a) da barreira, é dada por

’% =26 Aa

sendo 8 = /2m(V, — E)/h.

A energia necessaria para que o elétron no interior de um metal abandone-o através de sua superficie,
denominada fungdo trabalho (Capitulo 10), é da ordem de 10 eV. Uma vez que a energia cinética
dos elétrons é bem menor que esse valor, existe uma barreira de potencial na regidao da superficie
do metal, tal que os elétrons mais energéticos s conseguem escapar quando absorvem a energia de
um féton, como no efeito fotoelétrico, ou calor, quando o metal é aquecido (emissao termoidnica).

O efeito tunel indica a possibilidade de emissdo de elétrons de um metal a outro através da
barreira de potencial estabelecida quando as duas superficies metélicas encontram-se suficientemente
proximas.

Esse fenémeno ¢ utilizado no microscépio de varredura por tunelamento, no qual uma ponta de prova
metalica se desloca bem proxima & superficie do material observado, de modo que as variacoes da
corrente estabelecida entre ambos, por tunelamento, fungao da separagao entre a ponta de prova e
a superficie observada, revelem as irregularidades da superficie do material.

Para uma barreira de altura (V,) cerca de 5 eV mais alta que a energia (E) de um elétron, o
parametro de penetracio () é da ordem de 10'° m~!. Uma estimativa da sensibilidade do efeito
ttnel indica que mudancas da distancia entre as duas superficies de apenas 1072 A acarretam uma
variagao relativa de cerca de 2% na probabilidade de tunelamento.

15.3 O oscilador harmonico simples

Erros sao, no final de contas, fundamentos da verdade.
Carl Jung

A anélise do oscilador harmonico permite a compreensao de varios aspectos de outros problemas nos
quais uma particula de massa m, confinada em um pogo de potencial, executa pequenas oscilagoes em
torno de um ponto de equilibrio z,. Nesses casos, a particula estd sob a agdo de um potencial V(z) que
tem um minimo em z = z, (Figura 15.7).

Expandindo o potencial em torno de z,,

av 1 , A2V
V() =V(wo) + (z—20) —| + 5@—2)" —| +
(@) = Viaa) + =0) |+ gle—w) G|
. i, . av] ? , , .
como V(z,) é um minimo, a derivada —| ¢é nula, o) > 0, e a origem da energia potencial é
0 T, x o

arbitraria, tomando-se x, como a origem das coordenadas, pode-se descrever esse potencial por
1
V(z) = 3 C z?

sendo C' uma constante positiva.

Desse modo, qualquer movimento em um pogo de potencial, como as oscilagbes de uma molécula
diatomica ou as vibragoes de um dtomo em uma rede cristalina podem ser descritas por meio das solugoes
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X, > x
Figura 15.7 Poco de potencial genérico associado as pequenas oscilacdes de uma particula.

do oscilador harmonico. Além desses exemplos, o oscilador harmonico desempenha papel fundamental na
descri¢ao do préprio campo eletromagnético. Segundo a abordagem de Rayleigh (Capitulo 10), o campo
eletromagnético seria equivalente a um conjunto de osciladores.

De acordo com a Mecanica Cléssica, a particula se moveria sob a acao da forga restauradora

_ov _
or

—Czx

realizando oscila¢oes harmonicas em torno da origem z,, com frequéncia prépria igual a

1 /C
v=—1\/— — C = m(2mv)? = mw?
2r V' m

e energia E = mw?A?/2 e amplitude A fixadas apenas pelas condigoes iniciais. Classicamente, como a
frequéncia e a amplitude sao independentes e podem ter qualquer valor real, a energia do oscilador pode
ter também qualquer valor real.

Segundo a hipétese de Planck (Capitulo 10), o espectro de energia do oscilador é discreto e determinado
por
E, =nhv (n=0,1,2,...)

No entanto, segundo a Mecanica Quantica Matricial de Heisenberg, o espectro também é discreto, mas
contém um termo a mais e é dado por

1
E,,L:<n+§)hu (n=0,1,2,...)

Qual a predi¢ao da Mecéanica Quantica de Schrodinger?

15.3.1 Os niveis de energia do oscilador

De acordo com a equacdo de Schriodinger independente do tempo, os niveis de energia e os
correspondentes autoestados estaciondrios do oscilador harmonico sao solugoes da equagao

1




“edicao’ltc” — 2015/11/2 — 23:56 — page 482 — #510

482 CapiTuLO 15

Devido a simetria do potencial com relagao a reflexdes especulares,

a densidade de probabilidade para as posigoes da particula, em um estado estacionério, apresenta a mesma
simetria,
p)=p(=z) = [P(a)? =)
e, portanto,
P(—z) =P(x) (par)
Y(—a) = —b(x)  (impar)

ou seja, os autoestados estacionarios possuem paridades definidas.

Definindo os parametros

_mw _ 2mFE
A R
a equagao de Schrodinger torna-se
@+(5_a2x2)¢:0 (15.14)
dx? '
Fazendo a mudanga de varidvel,
d? d?

e reescrevendo a equagao (15.14) em termos da nova varidvel, resulta

d%y
e t-&ve =0 (15.15)

em que v = 3/a =2E/hw.

e Como a funcdo de onda deve ser finita para qualquer valor de & no intervalo (—oo, +00),
assintoticamente, para |{| — oo, ¥(§) deve comportar-se como

W) x e &/

O comportamento assintético da fungdo de onda sugere, entdo, que os autoestados de energia sejam
da forma

v(E) = e CHE (15.16)
em que H(§) é uma fungdo a determinar.
Calculando as derivadas,
% = e C2HE) + 6752/2d7H
Po_ op e a | an
d§2_e 3 —1)H—2§d§ + e

e substituindo ¥ e d®1/de? na equagio (15.15), obtém-se a equacdo diferencial de Hermite

d*H dH
@ X g tO-DH=0 (15.17)
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A solucao da equagdo de Hermite pode ser obtida pelo método das séries de poténcia na varidvel &,
admitindo como solugao formal a expressao

HE =Y art=ay+a{+aé+

k=0
e, portanto,

dH &
T Zakkfkl—a1+2a2£+3a3§2

d’H &
T = Dok~ D€ =20, 1 0y € 4 120, €7+ -
k_

Substituindo esses valores na equagao de Hermite, equagao (15.17), obtém-se a equagao algébrica para

os coeficientes - - -
Sank(k—1)e2 = 2Y apkée + (r-1DY aét =0
k=2 k=1 k=0

a qual, fazendo-se no primeiro termo k — 2 — k e no segundo iniciando o somatério de k = 0, pode ser
reescrita como

i [am (k+2)(k+1) - 2apk + (v —1)%]5’“ =0 (15.18)
k=0

Essa equagao so ¢é satisfeita se o coeficiente de cada poténcia de £ for identicamente nulo, o que implica
a formula de recorréncia

(v—1)—2k
a =———Fq 15.19
T T ko) (k1) (15.19)
A partir dessa férmula, podem-se calcular os sucessivos coeficientes pares as, aq, - - -, as, em funcdo de

ap e os {mpares, em fungdo de a;. Portanto, a fungao H () pode ser escrita como a soma de uma fungao
par e outra impar,

H(&) = ao (1+9£2+%5‘* + --~>+a1 (§+%£3+@£5 + ) (15.20)
ag ap a ay

As duas constantes arbitrarias ag e a; s@o consequéncias do fato de a equacdo de Hermite, a
equagao (15.17), ser uma equagao diferencial de segunda ordem.

Para um valor arbitrario de -, tanto a série par como a fmpar possuem um numero infinito de termos,
. . P 7 . 2
e o limite dessas séries é o mesmo que o da série de ef .

e De fato, o limite de ap42/ay, na férmula de recorréncia, para k — oo,

i 22 v—1-2k }N%iz

WO T T {m =7 (15.21)

k

- , . - 2
e a expansdo em série de Taylor da funcio ef’,

2 k k+2
& _ =1 i 5 S 3 § .
R TR R (5 TN (O b i
cuja razdo entre dois coeficientes sucessivos, para k muito grande, é dada por
(k/2+D0  (k/20 1 2

1/(k/2)0 — (k/2+1)!  k/2+1 &

implicam que as séries tenham o mesmo limite.
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. ~ . ;. 2 . . 4.
Assim, os termos de poténcia elevada na série de e devem ser proporcionais aos das séries par e
fmpar, e a fungdo H (&) pode ser expressa como

H(f):Caoe§2+Da15652 (€] — o)

sendo C' e D constantes a se determinar.

Substituindo essa expressao na equagao (15.16),

W= STPH(E) =Caget 2+ Day €572 (15.22)
resulta uma expressao para a fungio de onda que diverge, para || — oco.

Consequentemente, a solu¢ao da equacdo de Hermite ndo pode ser uma série infinita. O parametro ~
deve ser tal que torne a série finita.

De acordo com a equagao (15.19), a fun¢ao H () se transforma em um polinémio para v = 2n + 1,
admitindo que uma das constantes arbitrarias seja nula. De fato, com esses valores de 7, a série termina
para k = n, pois

(-1 -20  [2n+1-1-20
n+D)n+2) " Tt Dn+2)

Apao = an, =0 (15.23)

A solugéo resultante H (&) sdo os polinomios de Hermite de ordem n.

g2 . . . . . -
Como a funcéo e~¢ /2 decai muito mais rapidamente a zero do que os polinémios de Hermite, a condicio
de contorno ¥ — 0 para |[£] — oo estd assegurada.

Escrevendo a condi¢ao v = 2n + 1 em termos da energia e da frequéncia,

L
= — =2n
7=

implica que os autovalores de energia do oscilador harménico na teoria de Schrédinger sdo idénticos aos
determinados por Heisenberg, ou seja,

1
E, = (n + 5) hew (n=0,1,2,...) (15.24)

15.3.2 Os autoestados de energia do oscilador

De modo geral, as propriedades dos autoestados de energia do oscilador podem ser a determinadas
pela construgdo dos polindmios de Hermite, a partir da fung@o geratriz dos polinomios, da férmula de
Rodrigues e das chamadas férmulas de recorréncia.

15.3.2.1 A funcao geratriz dos polindmios de Hermite

Introduzindo a fungao geratriz

g(&,t) = 26t :i% (15.25)
2
_ Ho(§)+H1(f)t+H2(§)%+
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as principais propriedades dos polinémios de Hermite sdo obtidas sem a necessidade de explicita-los.

e Para verificagdo da equagao (15.25), é conveniente utilizar os polinémios
hn(&) = an En + an—2 £n72 + an—4 §n74 o

de forma que o tltimo termo seja ag ou ap, conforme n seja par ou impar.

Substituindo v = 2n + 1 na equagao (15.19),

e — 2(n — k) .
k42 = 7(]6 Tk +2) 2
e fazendo k — k — 2, os coeficientes a,_o, ap_4, - - -, em fungdo de a,, sdo dados por
k(k—1)
g — ——————— 2 15.2
ap—2 2(n—k+2) Qg (5 6)
Para k=n,n—2,n—4, , obtém-se
n(n —1)
=2 = "o M
n—2)(n—3 nn—1)(n-—2)(n—3
(n—4)(n—5) nn—1)(n—2)(n—-3)(n—4)(n —5)
=6 = TT9% =t = 23 2.4.6. fin

a partir do que se pode escrever

) n(n —1)(n—=2)(n - 3)

n(n

R T
ST I YR P
~~~~~~ e e
Uma vez que
n(n—1)(n—2) - (n—2k+1) = (n_’;'%)'

e o termo geral do denominador é dado por
2k 2F[1.2.3.4- - k] = 22Fk!
o ultimo termo nao nulo da série ocorre quando k = n/2, e o polinémio h, (§) pode ser escrito como

[n/2]
n!
h = B ) L p— 15.27
na qual [n/2] é o maior niimero inteiro < n/2.
Como a equagao de Hermite é homogénea, o n-ésimo polinomio de Hermite nao normalizado, Hy(£),
pode ser fixado fazendo-se a,, = 2",
[n/2] '
n!

Hy(§) = Z (*1)km (2f)n_2k (15.28)

k=0

Esta é uma escolha conveniente de a,, que serd ttil para se expressarem as varias propriedades dos
polinémios de Hermite.
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e A partir da equagdo (15.28), para se obter a equagao de definigao da fungao geratriz, equagao (15.25),
deve-se considerar o produto de duas séries infinitas de poténcias,

(it) (f; W) s ( 3 b) "
n=0 n=0 n=0 \k=0

No entanto, essa expressao nao é conveniente quando a primeira série s6 possui poténcias pares,

como
(Zant27‘> <ant") =7
n=0 n=0

Esse produto pode ser calculado agrupando-se dentre todos os possiveis produtos athkbjtj as n-
ésimas poténcias, n = 2k+j, que correspondam aos termos ayt?* e b, _o,t" ¥, sujeitos as restricoes

k>0
n—2k>0

|3

Para cada n > 0, k deve variar de 0 até o maior inteiro < n/2 e, portanto, o produto pode ser
expresso por

oo 0 < [In/2]
(Z ant2"> (Z bnt") => akbn_op | " (15.29)
n=0

n=0 n=0 \ k=0

Substituindo a equagao (15.28) na equagao (15.25) e levando em conta a equagao (15.29), obtém-se

o) o0 [n/2]

Hn(§) n =Dk 2+ |,
o6 = 2 T =2 | 2 o )
o (n/2] k n—2k et ne2n et nin
=" (29 n (=1)"t (29"t
= ;)LZ K X(nzk)!}t —<Z l )X<Z nl )
n= =0 ~~ \ , n=0 n=0
Ok bn—2k

_ ( S (t?)”) y (i (2&)”)
- ! !
=l — nl
que sdo, respectivamente, as expansoes em séries de Taylor de e~** e de e+2t,

15.3.2.2 A férmula de Rodrigues para os polinémios de Hermite

Como aplicacao imediata da fungdo geratriz, equacao (15.25), pode-se determinar a férmula que permite
a determinacao dos polinémios de Hermite a partir da formula de Rodrigues,

2 d” e
H,() = (<17 3 o8 (15.30)
ad (n)
e Uma vez que os coeficientes de uma série de Taylor f(x) = Zanx” sao calculados por a, = -1
n!
n=0 0

os coeficientes H,, da série da fungao geratriz, equagao (15.25), sdo dados por

o 2
H,(§) = 5 et

0
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Completando o quadrado no expoente

W) = O s

I e T
. atn

e introduzindo uma nova varidvel n = £ — t, tal que /9t = —9/9n, obtém-se a equagao (15.30),

0

n d* .
() = (e () (15.31)
n=¢
15.3.2.3 Relagoes de recorréncia para os polindmios de Hermite
Duas relagoes de recorréncia titeis para a manipulagao dos polindmios de Hermite sao

Hpp1(§) = 26H,(6) —2nH,—1(§) (15.32)

d
I Hn(§) = 2nH,-1(8) (15.33)

e Derivando a equagao de definigdo da fungao geratriz, equagao (15.25), em relagdo a t,

Og 0 —t2 26t —t2 26t
T o 2 (et} = (2¢ — 2t)e b T2
ot ot (e ) = (2~ 20

= 2§ZH —thZH

= 252Hn g)f —QZH (15.34)

n=0
0 tnfl
= > nHu(O)— (15.35)
=0 n:

implica que
-1

2521{ —72ZH(§ ZnH

Fazendo n+ 1 — n no segundo termo do primeiro membro, e n — 1 — n no segundo membro,

H, (¢ Hy 1(6)) ., — Hp1(6) 0
Z{é n(') Q(n—i)!)}t =2 (n+1) (nj—i)!)t

n=0 n=0
logo
Hn(g) . anl(g) _ H (5)
2= oy — ) o
Como
1 n n+1 i
(n—1! n! ¢ (n+1)! n!
obtém-se
[ Hu1(§) = 26H,(§) — 2nHo1 )]
e Derivando a equagao (15.25) em relagao a &,
@ _ 2 — 24266\ _ —t2 42t _ 2 = L"
56 = ge (e s 5 2 Tn(0)5)

- 2tZH(5 L,f?ZH(&) fog L
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e igualando os coeficientes das n-ésimas poténcias, resulta que
1 dH 1
2H,,_ —_— = =

n-1(8) (n—=1)! d¢ n!

ou

d

dian(g) =2nH, ()

De acordo com a férmula de Rodrigues e utilizando-se a relagdo de recorréncia, equagao (15.32),
obtém-se as férmulas explicitas dos polinémios de Hermite ndo normalizados (Tabela 15.1).

Tabela 15.1 Os primeiros polindmios de Hermite ndo normalizados

Primeiros Polin6mios de Hermite

H (& =1
(6 =2¢
, () =467 -
L (6) =8¢ -12¢

3
3
6 £

16£1 - 4862 + 12
- 160€* + 120¢
- 4806+ + T20¢2 - 120

5

H

H, (¢)
H, (€)
H, (€)
H, (€)
H; (€)

15.3.2.4 A ortogonalidade e normalizagao dos autoestados de energia

De acordo com a interpretacao de Born, os autoestados de energia do oscilador harmonico constituem
um conjunto de fungdes ortogonais que devem ser normalizadas. Essas propriedades podem ser
estabelecidas, individualmente, para cada autoestado ou, de modo geral, a partir da equacgao de
Schrodinger, equagao (15.15), reescrita como

&>,

a (2n+1-¢) ¢, =0 (15.36)
Se as solugoes
V(&) = e S /2H,,(€) (n=0,1,2,---) (15.37)
sdo ortogonais, devem satisfazer a condigao
) ) h 1/2 )
[ vmae= [T (L) e @6 s —o (m#tn)  (1539)

e Escrevendo a equagao (15.36) para dois indices, n e m,

o

no+ [Cn1) = v, =0 (15.39)
W+ [2m+1) =] =0 (15.40)

>y
8{2 ’
o segundo resultado do primeiro, encontra-se

w,;ﬂwm - wn ,[m + 2(n - m)wnwm =0

em que 1"’ multiplicando a equagao (15.39) por v, e a equagao (15.40) por ¢, e subtraindo
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ou

d
? W}/nwm - wnw{m} + 2(” - m)wnwm =0

Ao integrar essa equagdo, sujeita a condigao

oo

(wn,wm - wnwfm) ‘ =0

—00

obtém-se

2(n —m) / Y d€E =0
—00
oo
Paran #m — / UYm Yn dz = 0, ou seja, ¥, e ¥, sao ortogonais.

e Para n = m, deve-se calcular a integral

1/2 oo 5
. (%) /_ e H(€) Hal€) e

Usando a férmula de Rodrigues, equagao (15.31),

1=(WZ})1/Q [ een@m@a=c (o )1/2 |05 e

e integrando por partes,
h\Y? [ aH, d"!
)
mw J_oo d€ d¢

2 +1 -1 752
/ Ho d§" = / d§" —— et de (15.41)

é uma férmula de recorréncia e pode ser utilizada para se obter a integral do segundo membro
fazendo n — n — 1 no primeiro membro,

n+2 12 1 dn 2 -
I=(-1) / HIE) fgmg o

e (N ey e
1= [ e ag

mw

Assim,

Iterando n-vezes,

Uma vez que o termo de mais alta ordem de H,(§) é 2"¢", sua n-ésima derivada em relagio a &,
Hfln) (&), é igual a 2™n!, donde

BA\Y? e h
I=2"n! (—) / e S d¢e =2"nlvT (—)
mw s mw

Resumindo os resultados em uma tnica férmula,

1/2

> 2 wh\ ?
/ e S Hy(€) Hy(8)de = 2™n '<mw) Oin (15.42)

—0o0
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Dessa maneira, as autofungoes de energia normalizadas do oscilador harmoénico sdo dadas por

mw 1/4 1 \Y? —e2)o
Un(§) = (E) gt ) € Ha(E) (15.43)
em que £ = /az e a=mw/h.
Ou, em funcao de x (Figura 15.8), por
mw 1/4 1 \"? —mw 4 mw
o) = (7)) oo (o) ({5 ) (15.44)

Figura 15.8 Os cinco primeiros autoestados do oscilador

15.4 O atomo de hidrogénio

Quando vocé pode medir algo sobre o qual estd
falando, e expressd-lo em mimeros, vocé sabe
alguma coisa sobre ele.

Lord Kelvin

Historicamente, o atomo de hidrogénio foi o primeiro sistema abordado por Schriodinger quando
estabeleceu a equagdo independente do tempo, caracterizando-o como um problema de autovalor. Sua
importancia, no entanto, reside na utilizacao de seus autoestados de energia para a construgao de modelos
atomicos mais complexos.

De modo andlogo ao tratamento cldssico, o comportamento de duas particulas de massas m; e ma,
como o elétron e o proton em interagao no atomo de hidrogénio, o chamado problema de dois corpos,
pode ser reduzido ao de uma tnica particula sob a a¢do de um campo.
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Como foi feito para o atomo de Bohr, introduzindo-se a posigdo relativa 7 = 7, — 71 da particula
de massa msy em relacio & particula de massa m;, por exemplo, do elétron em relacdo ao préton,* e a
miT1 + Mmars

coordenada associada ao centro de massa R = Tt do sistema, a equagao Schrodinger para as
my T me
duas particulas é dada por
o, o, L. . S
- V2+V(|r1 —7‘2|) ’(ﬂ(Tl,’f‘z) :ET w(’f‘l,’f‘g) (1545)

h 2m1 ! 2m2

na qual V% é o laplaciano segundo as coordenadas (z1,y1, 21), associadas & particula de massa m1, e V3,
segundo as coordenadas (2, y2, 22), associadas & particula de massa ms.

Fazendo a separagao de varidveis, (7, 72) = 1/)(}%,?) = X(ff)q/}(?), a equagao (15.45) pode ser des-

membrada nas seguintes equagoes

2
_m ViX(R) = ECMX(R) (15'46)

[—% VE+V<7~>} B = B (15.47)

sendo F,. = Eq\, + E.

A equagdo (15.46) mostra que o centro de massa do sistema tem o comportamento de uma particula
livre com a massa igual a massa total do sistema, M = mj + mq, e energia Fcy.

A equagao (15.47) descreve o movimento relativo das particulas, a partir do comportamento de uma
mimese

particula de massa y = , denominada massa reduzida, e energia F, em um campo com simetria

mi1 + ma
radial.

No caso do atomo de hidrogénio, uma vez que a massa do préton é muito maior que a do elétron
(my ~ 1836m,), a massa reduzida é praticamente igual & massa do elétron, ou seja, p > m..

Considerando, em primeira aproximagcao, que a interagao entre o elétron e o préton pode ser descrita

por uma energia potencial (V') eletrostdtico coulombiano,

Vi) =-< (15.48)

sendo e o médulo da carga do elétron e r, a distancia do elétron ao préton, a equacdo de Schrodinger
para determinar os niveis de energia e os estados estacionarios do elétron no dtomo de hidrogénio pode
Ser expressa Como

|3 72 S| v = But) (15.49)
na qual m =~ m,.

Expressando o laplaciano em coordenadas esféricas,

V2_ig 7,22 +i 1 2 sen@g +;i2
T2 or or r2 |senf 00 00 sen? 0 O¢?
sendo 6 a coordenada azimutal e ¢ a coordenada polar, e comparando a parte angular com o operador
L? (Segao 14.8.1), a equagao de autovalor para a energia pode ser escrita como

2 2 82
[Jii (7-25) L Lo 7} b(r,60,6) = E(r,0,0) (15.50)

2m r? 2mr?

4Nesse caso, r] representa a coordenada espacial associada ao préton, e rg a coordenada espacial associada ao elétron.
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15.4.1 A separacao das variaveis
Escrita em coordenadas esféricas, a equagdo (15.50) pode ser separada em equagoes independentes,
cada qual funcao de apenas uma variavel.

Fazendo
Y(r,0,¢) = R(r) Y (0, )

e substituindo na equagao (15.50), obtém-se

RY(0.6) d (5
2m  r?2  dr " dr

R) - fni;)z L2Y (0, 6) + (E + ?) R(r)Y(0,4) =0

ou seja, a equacao pode ser separada em uma parte radial e uma parte angular,

1d /[ ,dR 22m e? 1 (L2 5
il E = — (=Y = X' > 15.51
Rdr(r dr)+rh2+<+r Y \ 72 120 (15:51)

parte radial parte angular

Como os autovalores de L, L, e L, sao reais e, portanto, os autovalores de L? =12+ L% + L2
s0 positivos, a constante de separacdo A? ¢ um autovalor positivo de 2 = L2/h?, e as correspondentes
autofungoes Y;(0, ¢) sao as funcgoes harmonicas esféricas (Se¢ao 14.8.1).

A equacgdo angular mostra que as autofuncdes nao dependem da forma do potencial V(r) = —e?/r, ou
seja, sao autofungoes do momento angular de uma particula em qualquer campo central.

15.4.2 A parte angular
15.4.2.1 Os polindmios de Legendre e as fungoes harmonicas esféricas

Escrevendo explicitamente a equacio de autovalor para L2,

1 0 Y, 1 0%y 9
i 0 — — AL Yi(0 =0 15.52
sen® 90 (sen 80) sen? 0 0¢? + A Yi(6,9) ( )
A equagao angular ainda pode ser separada fazendo
Y(0,¢) = P(6) 2(¢) (15.53)
Substituindo-se esta expressao na equagao (15.52), obtém-se
11 d dP )] s 1 d*® )
— — —_— = — —_— = >
{Psen& a0 (Sen@ de) + A’} sen” $ag m=0
——
parte polar parte azimutal

sendo A2, uma nova constante de separagao.

Assim, a fungéo de onda associada a parte angular depende de duas constantes de separagéo ()‘12 e M)
e, usualmente, é escrita como

Y/"(0,0) = P"(0) ©m(0)

e as equacoes de autovalores associadas as partes azimutal e polar sao expressas como
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1 d dpm A2
IR 0 ! /\2 _ m P™(9) =0
senf do (ben de )+< ! sen20) ()

d?9,,

2
7d¢2 Y

77l¢m(¢)

Associando a equagao que envolve a varidvel polar (¢) com a equagao de autovalor da componente L,
do momento angular,

hQiQ

_ 2 _
Lo=—ihys = Ll=-Ron

)
2

de?’
é igual ao quadrado do chamado nimero quantico magnético

mostra que a constante positiva® A2, < )\lz, associada a autofuncao de — é também autofuncao

®,, = Ae™? de L., ou seja, m?

(m=0,£1,£2,...,m,..), Pois

d2

~ i (Ae“”‘ﬁ) =m? (Aei"W) (m=0,+1,42,..., M)

Uma vez que a condi¢ao de normalizagdo para a fungdo de onda é expressa por

%) T 27
/ / / U(r,0,¢)* U(r,0,¢) r’drsenddf dep (15.54)
r=0J60=0J¢p=0

a separagao de varidveis permite que as fungoes R(r), P(0) e ®(¢) sejam normalizadas independentemente
umas das outras.

A condicdo de normalizagdo da parte polar implica

27 . B - 1
/0 B 0@ d0=1 = A=

e as condicoes de normalizacao das partes radial e azimutal sao expressas como

/ R[22 dr = 1
0

(15.55)
/ P (0)" P (0)senfdf = 1
0
Fazendo = = cos 6, a equagao da parte associada a variavel azimutal pode ser escrita como
d o AP 9 m?

Definindo ainda

(1 — 332) =y — d — (g) i — 72‘Liy — 72(1 _ y)l/2i

5L2 =12+ Lz + L2 implica que /\l2 > A2,




“edicao’ltc” — 2015/11/2 — 23:56 — page 494 — #522

494 CapiTuLO 15

pode-se reescrever a equagao (15.56) como

o1 -2 oy =2 L pip] o+ [ - 2] By = o (15.57)
dy d’y 1 l y l .
ou seja,
—dy(1 — )dzle-l-[Zl(l— ) —2 ]dplm+ AQ—m—z Pm(y) =0 (15.58)
vl =)=z v ==, e R .

Supondo que a solugao de (15.58), a ser encontrada pelo método das séries de Frobenius, seja da forma

P(y) =y ajy) = ay*T (15.59)
J J

sendo o uma constante a determinar, as derivadas podem ser expressas como

apm N
dzl/ =D (a+ jagy*
J
dQPm ) ) i ) ) ya+j—1
dyé = (a+j-Dla+i)ay 2 =>"[(a+j)* - (aﬂ)]ajT
. - - ,

e a equagao (15.58) torna-se

> [4a+ 21— gyt = 20+ yTH 4 (AF - mPy )y =0

J
Dividindo toda a equagao por y<, resulta
Zaj{ [Aa+7)?—m?ly '+ [ - 42(& + )2 =2(a+j) + )ﬂyj} =0
J J

Como a expressao deve ser valida para qualquer valor de j, para j = 0,

(4&2 - m2)}y71 + (7 4% — 20+ )\lz) =0

1

Portanto, os coeficientes de y~* e o termo independente devem ser nulos,

40> —m? =0 = a:@EO

Reescrevendo a solugdo, equagao (15.59), em termos da varidvel z e de uma nova funcao (U;"),

[ml

2 Umz) (-1<z<1) (15.60)

@) = (1-2%)

verifica-se que U;"(x) deve satisfazer a equagao

d2 Ulm
dz?

aum

(1-2%) 2(m| + D

+ A\ = Iml(Im|+ )] U™ =0 (15.61)
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Fazendo m — m + 1 na equagao (15.61), resulta

d2U1m+1 dUm —+1
da? = 2(m[ +2)= dx [

(1—a2?)—t— + [Af = (Im[ + 1)(Jm| + 2)] U™ =0 (15.62)

Derivando essa nova equagao em relagao a z, obtém-se

asum acum ) oy
(1—2a%) o5~ 2ml+2)z —— 4+ [N = (Jm[ + 1)(jm| +2)] — = =0 (15.63)
Da comparagdo direta entre as equagoes (15.63) e (15.62), vé-se que
dUl'IIL
=yt 15.64
dx ! ( )
0 que permite estabelecer
auvp aevp  dup dam
Ly = =—=U; = v =um 15.65
dz ! da? dz ! dalml ( )

ou seja, obtém-se uma férmula de recorréncia, equacao (15.65), que permite a determinagao de U™
partir de U.

Fazendo-se m = 0 na equagao (15.61), chega-se & chamada equacao de Legendre,

azu? dup
(1 —z?) dm; -2 dl + XU =0 (15.66)

cuja solucao pode ser expressa em série de poténcias inteiras de x,
o0
U () = E a;z’
=0

Calculando as derivadas,

oo

dUO = j
Z]a il = Z(] +1a(j + 1)’

=0

d2yo < - > ) .
p == Daa?? =3 (1 +2)(f + Dajsoa?
pn i=0

e substituindo na equacao de Legendre, obtém-se

oo
Z{ aj2(j +2)(G + 1) + a7 |27 = 2011 (5 + D7 = aj42( +2)(G + 1)96”2} =0
7=0

ou seja,

(Afao + 2a2)[(A] — 2)ay + 6as]z + [(A\] — 6)az + 12a4)2* + ...+

{ [(Af —n(n+1)]an + (n+1)(n+ 2)an+2}x" +...=0
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Como cada termo em x deve ser nulo, obtém-se a férmula de recorréncia

(n+1)(n+2)ans2+ [N\l —n(n+1)]a, =0 (15.67)

A solugao pode ser expressa pela soma de duas séries; uma série de poténcias pares, em funcao de ag,
e uma série de poténcias fmpares, em funcao de aq,

U(z) = agUy(z) + a1U;(2)

Segundo a férmula de recorréncia, eq. 15.67, a razao entre dois termos sucessivos das séries par e ifmpar,
para grnades valores de n, s6 tende a zero para |z| < 1,
2
. Qpy2 . nn+1)—X
lim &t2.2 ( ) 1.2 2

xr = m ———-° — T
n—oo @y n—o00 (n + 1)(77, + 2)

Para as séries nao divergirem para x = +1, deve-se impor um n,,,, = [ determinado pela constante de
separagao A7 = [(l + 1), de modo que cada uma das séries seja truncada a partir desse valor, resultando
um polindmio de grau [, cujos coeficientes obedecem a relagao de recorréncia

I(1+1)—nn+1)
=7 1 7 =0,1,2,... =0,1,2,... 15.
An42 (n ¥ 1)(n ¥ 2) Qp l 07 ) 4y n 07 )4y l ( 5 68)
Nessas condigbes, é necesséario que
| = par = a; =0 = U2(z) = agUp(z) = U (—x)
| = {mpar = ap =0 = UX(z) = a1Us(z) = UL (—x)

Exigindo-se, por convengio, que UP(1) = 1, qualquer que seja o valor de [, os polinémios U de grau
I, denominados polindmios de Legendre, sao denotados por P,(x), e caracterizados pelo chamado niimero
quantico azimutal (1).

De acordo com as restrigoes para o chamado nimero quantico magnético (m),
m?<i(l+1) = m<+J/I(l+1) = |m|<I

as autofungbes do momento angular, as fungées harménicas esféricas, sdo caracterizadas por dois nimeros
quanticos, o azimutal (1) e o magnético (m), dados por

l 2

m m
0 0 0
1 0 0
1 +1
0 0
2 1 +1
2 +2

Desse modo, as fungbes P/"(x), chamadas funcées associadas de Legendre de primeira espécie
(Tabela 15.2), de acordo com as equagoes 15.60 e 15.65, sdo dadas por

mi o dl™
F'@) = (1-2*)% o Ae) (2 |m) (15.60)
ou, em termos da varidvel angular,
d\ml
P (0) = (sen )™ ———P,(0) (15.70)
d cos flm!
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Tabela 15.2 Primeiros polindmios e fun¢des associadas de Legendre de primeira espécie

I (EAD) [T = 17® "
0NR=1 1 0| =1
LI P =a cos 0 0 [|P = cosd
1 ||P = sen o
2 || P, =% (3 22-1) %(3 cos20 1) || o |2 =% (3 cos20 -1)
1 ||P =3sen6 coso
2 ||P =3sen0

As autofuncgoes da parte angular da equagao de Schrédinger, as fungoes harménicas esféricas, expressas
a menos das constantes de normalizagdo A, das fungbes associadas de Legendre, sdo dadas por

Alm
Vam

Y (6, ¢) = P (0)eim? (1=0,1,2,... e m=0,£1,42, ..., %) (15.71)

15.4.2.2 Determinacao dos primeiros polinémios e das fungoes associadas de Legendre
nao normalizadas

A partir da convengao P;(1) =1 e da férmula de recorréncia, equagao (15.68),

o, (n+1)(n+2) )an+2

T+ —nh+1
pode-se facilmente construir os polinémios de Legendre de ordem mais baixa.

Por exemplo, para | = 0, Py(x) = ap é uma constante que de acordo com a convengao Py(1) = 1
implica ag = 1, ou seja,
Po(.Z') =1

Para | = 2, Py(z) deve ser da forma

Py(z) = agx® + ag

De acordo com a férmula de recorréncia,
1 1
a =—gay = Py(z) = as <x2 - g)

e a convengdo Pa(1) =1,

resulta
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Paral=4 = Py(v) = a7 + a22? + ag e, de acordo com as férmulas de recorréncia,

a 6@
2 — — U4
7 3
— P@) =ay 2t — 20— 2
1 3 (@) 04(T 7 35>
0 =770 T 35

e a convengao Py(1) =1,
6 7 ay 35
a4(1*?+£)—£(35*30+3)—1 — a4_§

resulta

Py(z) = é (352* — 302® + 3)

Paral=1 = Pi(z) = a1z e, de acordo com a convengdo P;(1) =1 = a; = 1, obtém-se

Pi(z)=2z

Paral=3 = P3(x) = a1z + a323 e, de acordo com a férmula de recorréncia,
3 , 3
ap = —a3 = P3(x)=as(z°— 3

e a convengao P3(1) =1,

obtém-se

Ps(x) = (5bLd - 3z)

N =
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Esses polinomios estao representados na Figura 15.9.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Figura 15.9 Os cinco primeiros polindmios de Legendre.

As fungoes associadas de Legendre para m = 0 sdo iguais aos polinémios de Legendre de mesmo indice

1>0,
PY(x) = Polw) = 1

Pl(z)=Pi(z) =2
on(:c) = Py(x) = %(3z2 -1)

Pi(x) = Py(a) = 5 (5° ~ 32)

1
P(z) = Py(z) = g(35954 —30z” + 3)

As demais fungoes de Legendre podem ser obtidas a partir da equagao (1

P = (1) 2 SR (2

obtém-se
Pl (z) = (1 —a?)/?

P (z) = 3(1 — 22) %z

P (w) = 50— a2 (522~ 1)

P (z) = 2(1 — )2 (142® — 62)

.69). Assim, para m = +1,
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Para m = +2,
2
P () = (1- mz)@ﬂ(ﬂi) (1=2)
obtém-se
P(a) = 3(1 - a?)
PE2(z) = 15(1 — 2)z
70
P (a) = 4 (1-a?)?
Para m = +3,
+3 2\3/2 &
P, ) =(1—=x — P, >
) = (1 - a2 P (123)
obtém-se

P (x) = 15(1 — 2)3/?

PE3(x) = 70(1 — 22)3/%¢

15.4.2.3 Diagramas polares dos polinémios e das funcoes associadas de Legendre

Escrevendo-se os primeiros polindmios e fungoes associadas de Legendre em termos da coordenada
azimutal 6,

PY(6) = Po(6) =1

PY(0) = P(#) = cos PEL() = send
PY(9) = P() = %(3 cos? 6 — 1) PE1(6) = 3senf cos b
P%() = 3sen 9
PY(0) = P3() = %cos 0(5cos? 0 — 3) PEYH) = gsena (5cos?0 —1)

PiE2(9) = 15sen?f cos §

PE3(6) = 15sen® 6

pode-se visualizar o comportamento da fungao de onda com relagao as variagdes do angulo 6, nos chamados
diagramas polares (Figura 15.11). Esses diagramas mostram que a fun¢do de onda apresenta simetria
radial apenas para [ = 0. Para qualquer outro valor (I # 0), existem diregdes para as quais a fungao de
onda se anula, ou seja, a densidade de probabilidade de presenca do elétron é nula.

Nesses diagramas, a parte que depende de € da fungao de onda, as fungoes associadas de Legendre, é
representada pela coordenada radial de um sistema de coordenadas (&, z), para o qual 8 é o angulo polar
com relagao ao eixo z.

Por exemplo, para P = cos f, a representacio polar pode ser obtida a partir das equagoes paramétricas

1+ cos 260

|z| = P cosf = cos? 6 = 2

sen 20
&= P)senf = senfcosf = sen
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Tendo em conta que
sen?20 4 cos20 = (26)? + (2zF1)2 =1

() (7 -

ou seja, a equagao de dois circulos no plano (€, z) (Figura 15.10).

obtém-se

P;’( 0) =cos@

7

SN

N ¢
-

-0.5

I N N A I |
-0.6 -04 -0.2 0 0.2 04 0.6

Figura 15.10 Diagrama polar do autoestado de energia do elétron no atomo de hidrogénio correspondente a
funcdo de Legendre PY.

De maneira andloga, os outros diagramas polares, que correspondem as demais fungdes associadas de
Legendre, podem ser obtidos para a dependéncia azimutal dos autoestados de energia do elétron no dtomo
de hidrogénio (Figura 15.11).

ote-se que para [m| = > no limite de grandes numeros quanticos uandao ~ sen o
Note-se que para |m| = [ > 1, no limite de grandes ni quénticos, quando P! 0,

movimento do elétron é essencialmente plano, de acordo com o modelo de Bohr, pois a distribuicao de
probabilidade de presenga s6 néo é nula para valores de 6 préximos a /2 rad.

15.4.2.4 A normalizacao dos primeiros polindmios e das fungoes associadas de Legendre
De acordo com as condigdo de normalizac¢ao da parte azimutal, equagao (15.55),

™ 0
/ [P (0)[* sen 6 df = / |P™(6)]? d cos @
0 ™

Expressando em termos da varidvel = cos 6, os polindémios e as fungdes associadas de Legendre podem
ser normalizados a partir de

1
/ P ()2 dar = 1
-1
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Py =1 Pi(6) = send
0.5;
oL
-0.5
B . S . I S
1 -0.5 0 0.5 1 0.5 0 0.5
PLOH — LsenO(Fcoso — 1) 17 2
. P31) = Jsenf)
1 sz ; ; ; ;
o5 :
o [ 15
’ > 0: “
'°5f -:sg—
Pjo(ﬂ) :ésenﬂ(fcoszﬁ -3) Pglf‘g) :‘2135"9(55059 -1 P?{G) — I5serifcosd
; N - i
, o
) \ /) ~_
0.
9 0sf 0/ /8
e W A e 7 gy
0 R NG o
S =l | . ; ~_
E P
M:‘ ! </ [ \_>
e
1.5
04 ‘41}3' 02 41‘1 7 o‘.1 nlz 03 04 : Kl ;1 ES 05 ‘1 4‘4 2z (; 4
J j 200 » 1500 n
P(0) = [5send Py (0) = (send) Py (0) =(senf)
i o ;
: j g
o~ r f

Figura 15.11 Diagramas polares para os autoestado de energia do elétron no atomo de hidrogénio.
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Uma vez que os polindmios de Legendre tém paridade definida, |P2(x)|?> = |Pi(z)* é sempre par,
pode-se expressar a condi¢gdo de normalizacao como

1
2/ P(2)2dz = 1
0

15.4.2.5 A funcao geratriz, a férmula de Rodrigues e as relagoes de recorréncia para os
polinémios de Legendre

De modo andlogo ao procedimento usado para os polindomios de Hermite, pode-se determinar de maneira
geral e sistemética os polindomios e as fungoes associadas de Legendre, a partir das respectivas fungoes
geratrizes, formulas de Rodrigues e relagbes de recorréncia que envolvem os polinémios e derivadas de
ordem distintas, estabelecendo relacoes gerais, como a ortogonalidade, para qualquer que seja a ordem
dos polindémios.

e Funcao geratriz dos polinémios de Legendre

1
Glat) = ——— 15.72
(@9) V1—2xt + t2 (15.72)
e Férmula de Rodrigues para os polinémios de Legendre
1 odo .,
Bilz) =gy g @ = 1) (15.73)
e Férmulas de recorréncia para os polindmios de Legendre
2L+ DzP(z) = (I+ 1)Pya(z) + 1P (2) (15.74)
P(z) = P(z)—22P(z)+ P 1(2) (1>1) (15.75)
IP(z) = —Pi_1(z)+2P(z) (1>1) (15.76)
Pi(z) = aPy(z)+({+1)P(2) (1>0) (15.77)
(z2 = 1)Py(z) = lzP(z)—IP_1(z) (1>1) (15.78)
1— 2
Pi(z) = zP(z)+ % P'i(2) (i>1) (15.79)
(1 — 332) /
Pia(z) = aP(z) - i1 P'y(z) (1=0) (15.80)
15.4.2.6 A ortogonalidade e a normalizagao dos polin6mios de Legendre
A partir da equagao
d 5 d
W {(1 — %) @ Pl(x)} +I(1+1)P(x)=0 (15.81)
multiplicando-a por Py (z) e integrando entre x = -1 ez =1,
+1 P,
[1 Py(z) {% {(1 —xZ)% (x)] +1(+ 1)3(:;;)} dz (15.82)

obtém-se

1
dp, APy
/ 1 [(ﬁ —1) d—xl d—; +U(+ 1)P1/Pl} dz =0 (15.83)
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e também

+ P dPy
/1 {(:ﬁ ~1) % % +U 1)131,13/} dz =0 (15.84)

Subtraindo a equagao (15.84) de (15.83), resulta

+1
[ +1) - V(' +1)] Py(z)Py(z)dz = 0
-1
+1
Para | # I’, implica P(z)Py(z)de = 0. Para | = I’, segundo a férmula de Rodrigues para os

polindmios, equagao 15.73,

+ 1 @2 — 1)t d(@?-1)!
J— 2 J—
1_/1 [P(@)]" de = 221(11)2 /,1 dz! W

Integrando por partes,

dl ) , dl+1 ) ,
@(m—l) = duzm(x —-1)'dx
dl dl—l
d’U:@ (Tz—l)ldl’ — ’U:W (I2—1)l

a cada integral por partes cfetuada, a ordem de (d'~!/da!1)(22 — 1)} é reduzida de uma unidade,
enquanto a ordem da outra derivada aumenta de uma unidade. Portanto, apds [ integracoes por partes,
obtém-se

L[ , & l
—(_ 2 _ 2 _
I=(-1) /71 (z—1) Py (z©—1)'dz

Como a derivada de (2% — 1)! efetuada 21 vezes é igual a (21)!,

i 2 @y [t )
I= [P(z)]” dz = PRI (1—2z%)dx (15.85)
—1 . 1
N—
J
Integrando por partes, sucessivamente,
+1 1
J = —/ —21(1 — %)% de = 21/ (1 -2 ?de
2707 _ +1
_ 2 z(z3 1)/ (1— 22)~2t da
-1

37101 _ +1
— 2 l(l 315))(1 2) / (1 o 12)l73l,6 dz
. 1

20008 (T e,
1

35.7 _
. 2ll' +1 2ld Qll' .TJQH—I +1
- 3.5.7...(21—1)/,1 TR (2—1) @2+l
2l+17)

35.7--(2—1)(2+1)
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Uma vez que
2+ 1) =20+ 1202l —1)(21 — 2)(21 — 3)(2l — 4) ...

(21+1) termos

os (21 + 1) termos podem ser escritos agrupando-se os termos {mpares e pares,

@I+1)] = (20 +1)(2—1)(20 —3) - x (20)(20 — 2)(2L — 4) ...

(I41) termos impares [ termos pares
(20 +1)(2 — 1)(20 - 3)... x 21[1(1 1) -2) 73)...1}

!

M2 + 1) (20— 1)(21 = 3) ...

Portanto,
22l+1 (l!)2
=7 15.86
(204 1)! ( )
e, da equagao (15.85),
+1 204+1(71)2
5 (20! 2 ) 2
/ @) de = 200 Giryr ~ 5+
—1 . .
Consequentemente, a condi¢do de ortonormalidade pode ser finalmente escrita como
+1 2
P(x)Py(x)de = —— oy 15.87
[ P@R @@= 52 b (15.87

15.4.2.7 A férmula de Rodrigues e as relagoes de recorréncia para as fungoes associadas
de Legendre
e Férmula de Rodrigues para as fungoes associadas de Legendre
_ I2)m/2 dl+m
201! dzttm

Py = & (22— 1)! 0<m<1) (15.88)

e Formulas de recorréncia para as fungdes associadas de Legendre

(I—m+1)P7y — 2L+ D)azP"™ + (I +m)P" =0 (15.89)

(1—2?)2Pm+ —2ma P + (L 4+ m)(l —m +1)(1 — 2?)Y2P" 1 =0 (15.90)
apm

(1—x?) dlx =maP"™ — (I +m)( —m+1)(1 —2*)/2pm-1 (15.91)

15.4.2.8 A ortogonalidade e a normalizagao das fungoes associadas de Legendre

A partir da equagao

d dpm m?

— |1 -2?) =L (l+1)— —— | P"=0 15.92

o= S e - | v (15.92)
multiplicando-a por Py (z) e integrando entre = —1 e x = 1, obtém-se

[ lblen ] e glrfess oo

-1
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que pode ser escrita como

+1 dpm™ dpPm 2
/ {(z2 R {l(l+ 1) — (11117:&)} P;"”PW} de =0 (15.94)

-1

De modo anélogo,

+1 m m 2
dP™ dP}]
R e L e e R T LI

Subtraindo a equacao (15.95) de (15.94), resulta

+1
W+ 1) — (' + 1)]/ PrPRdz =0 (15.96)
-1
+1
Para [ # I’, implica / P"P*dz =0 Paral =, segundo a férmula de Rodrigues,

—1
+1 +1 m m
d" P, d" PR,
I :/ [le(ac)]2 dr = / (1—z2)m ! : L
—1 -1

da™ da™
Integrando por partes,

I +dm1Pl

'Indel
dzm=1 dz {(1712) dzm} de

1 m— 1 m m—+1
d d™ P, d P,
= / { 2ma(l — 2®)" 1= 4 (1 — 2)m

dxm 1 dxm 'm+1

+1 amp,

1_I2)(m 1)/2%  ~1 d” P] +

daz™

] A |: me( 2)(m 1)/2% 11
m—

d™ P,
_ 2 (m+1)/2 [
+ (1—2%) Tme} dz

Usando a defini¢ao (15.69), a integral acima pode ser escrita como
+1
I = 7/ le71 [mex(l 7x2)—1/2le JrleH] de
-1

+1 Pm—l
_ _/ (11W [(1 — z2)l/2pml _ Qmmle] da
—1 — T

e, pela férmula de recorréncia (15.90)

r- e D g+ m = m e+ ) =) R e
+1 )
= (z+m)(l—m+1)/71 [P H2)]” da (15.97)

Iterando a equagao (15.97) m vezes, pode-se escrever

+1

“+1 2 2
/71 [PP(2)]) dz = (l—|—m)(l—|—m—1)(l—m+1)(l—m+2)/ [P (2)]

-1

(+m)l+m—-1)...(0l+m—-k+1) x
(l-m+1){1-m+2)..l—m+k) /+1 [szik(x)f de

= ((+m)(I+m-1D((+m—-2)..(1+1)x
+1

(I—m+ 1)1 —m+2).. z/ [P0()]? do

-1
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Sabendo-se que
+1 0 2 2
P, =—
/_1 (@] de =57

encontra-se, finalmente, que

+1 m 2 - 2 (l+m)'
/_1 [P @ de = 55 )

Logo, a condigao de ortonormalidade das fungoes associadas de Legendre é dada por

+ 2 (I+|m|)!
P () P () do = ———— ——— o 15.
| @B @ e = g Ty (15.98)

Como os coeficientes de normalizagdo A;, das fungdes harmonicas esféricas devem satisfazer
[Ap|? [T / m ,
m —1 —
iml / PP du / e~ Hm=mo g =1
2w -1 0

276,

mm/

isso implica
2A+1 (1— m)!r/2

Am: TRt
: [2 (U + [m])!

Finalmente, as func¢oes harmonicas esféricas normalizadas podem ser escritas como

204+1 (I—|m|)!
A (14 |m|)!

1/2
Y (6, 6) = [ } P (o)™ (15.99)

15.4.3 A parte radial

De acordo com a separacao de varidveis,

¢(7‘7 0, ¢) = R(T) Ylm(av ¢)

e os resultados da parte angular para os autovalores de L2, A2I(l + 1), a parte radial da fungao de onda
R(r), segundo a equagao 15.51, é solugao de

1d/,d 2m e R I(I+1) _ 8
ﬁ@(’“ﬁ)*ﬁ{“?‘% 2| =0 (15.100)

1d d 1d*
Tendo em conta que Sar <r2@R> = a2 (rR), pode-se escrever
d? 2mE  2me*1  1(l+1)
@u(r) + { 2 T T 2 } u(r) =0 (15.101)

sendo u(r) = rR(r).

Assim, a condi¢ao de normalizacgao radial, segundo a equagao (15.54), pode ser expressa como

/Oo lu(r)|® dr =1 (15.102)
0

De acordo com o modelo de Bohr, dois parametros caracteristicos do atomo de hidrogénio sao o raio
de Bohr, ap = h?/(me?) ~ 0,519 A, e a energia de ionizacdo, Er = €2/(2ap) ~ 13,6 eV, também
denominada energia de Rydberg.
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Utilizando esses parametros, a equagdo de Schrodinger radial para o dtomo de hidrogénio pode ser
expressa nas chamadas unidades atOmicas, para as quais as distancias sao dadas em unidades de raio de
Bohr, e as energias em rydberg (Ry), como

d? (+1) 2 B
d—p2u(p) + {E - { . ;] } u(p) =0 (15.103)
naqualezEER,p:é cu(p):%;‘).

Em termos da variavel adimensional p, a condi¢ao de normalizagao radial é dada por

> 1
| o 4= (15.104)
B

e, as condigdes de contorno para u(p), por

u(0) =0 R= ulp) deve ser finita na origem
p
u(p = o00) = 0 estados ligados

A equagéo radial de Schrodinger é similar & equacdo de uma particula em um pogo de potencial efetivo
V.(p) dado por

(15.105)

0.5

|\III|\II\|II\\l\\l\‘lll\

-1

PETETUT VRPN (MR i VNS (Y. (PR EVUURIPR, INTOT ETRTENS. [T

0.5 1 1.5 2 2:5 3 3.5 4 4.5

B
n
orTTTT

Figura 15.12 Potencial efetivo do elétron no atomo de hidrogénio

Graficamente (Figura 15.12), o perfil do potencial efetivo mostra que para valores positivos de
energia nao ha estados ligados. Para valores negativos de energia, os estados ligados do elétron tem
as caracteristicas de um movimento unidimensional em uma regiao limitada, de acordo com a condi¢ao
de contorno para p = 0.

Para | # 0, o potencial efetivo tem um minimo para p = I(l + 1). Do ponto de vista da Mecéanica
1

Classica, esse valor minimo dado por ¢,,;, = seria a energia minima dos estados ligados.

0+1)
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Aparentemente, para um elétron com momento angular nulo, nao haveria estados ligados estaveis, pois
o potencial perto da origem seria tao atrativo que forgaria o elétron a colidir com o préton e, portanto
nao haveria a formagdo de um estado ligado. No entanto, a equagéo radial de Schrédinger mostra que a
energia média do elétron é composta de trés parcelas; a energia cinética radial média, a energia cinética
transversal média e a energia potencial média. Assim, mesmo que a energia cinética transversal média se
anule, para [ = 0, as energias médias cinética radial e potencial nao serdo necessariamente nulas.

De acordo com o principio da incerteza, para um elétron localizado em uma regiao de raio r, bem
préximo ao préton, a incerteza na componente radial do momentum é da ordem de fi/r. Desse modo,
mesmo para [ = 0, a energia cinética radial média é dada por h?/(2mr?), e a energia potencial por —e?/r.

Assim, a energia média de um elétron no atomo de hidrogénio, com momento angular orbital nulo, em
uma regiao de raio r, é dada, aproximadamente, por
h? e?
E~ - — (=0

T 2mr? r

ou seja, o principio da incerteza mostra que existe um menor valor possivel para a energia, devido ao
balango entre as energias potencial e cinética radial, dado por

2 h2
E,.(l=0)~ —22—3 = —FEr~—-13,6 eV para r=_—5=ap ~0,0.529 x 107% cm

Esse é o limite inferior para as energias dos autoestados estacionarios de energia para o elétron no
atomo de hidrogénio.

15.4.3.1 Comportamento assintético e espectro de energia do atomo de hidrogénio

Para p — co(r — o0), a forma assintética de u(p) obedece & equagio

d*uee 9
— 0 U =

sendo a? = —¢ > 0.

A solugado que satisfaz a condigao ueo(00) — 0 é dada por

Uso = €~ (p— ) (15.106)

Por outro lado, para p — 0, u(p) obedece a equagao

dug 11 +1)

o _ e up =0 (15.107)
Supondo que a solucdo seja da forma uy = p? e, portanto,

duo _ B—1

5 = Pr

d2Ug

= —1)pP2

e B(B—=1)p

implica
BB-1p" 2 —1l+1)p"?=0 = B -B-I(l+1)=0

Assim,

14 (20 +1) f+1

/B = = ou
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e a solugdo compativel com uy(0) — 0 é dada por

ug = p't (p—=0) (15.108)

As equagoes (15.106) e (15.108) sugerem que u(p) tenha a forma

| ulp) = peu(p) | (02 =) (15.109)

Tem-se, entao,

du _ 1 —ap _ 1 @
= e (1 10~ apulo) o 5|

+2(l+1—-ap)

2 2
d’u lefocp{p d U(p) dvl(p)+

dp? =r dp? dp
+[ll+1)p " +a?p—2a(l +1)] v(p)}

Substituindo u(p) e suas derivadas na equacao (15.103) resulta

d%v(p) (1+1) dv 2 _
o +2{ ; —a} 3, -+ Dlue) =0 (15.110)

sendo a? = —¢.

Expandindo v(p) em série de poténcias,
)= bt = ple=) b
j=0 Jj=0

obtém-se

dv > ; o~ o= . i
d(p) =D G+ Dbapd =) bt = b’
O =1 =0

T S = Db = 3G+ 2 + Dby’

=2 j=0
Substituindo v(p) e suas derivadas na equagao (15.110), resulta
[ee]

> {(j F2)(+ Dbyyap’ + [20+ DG+ Dbjsr +2(1—all +1) aj)bf]”jfl} -

=0
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Explicitando o somatério,

[2(z+ )by +2(1 —all+ 1))b0]p—1 + [2+ (2 x 2)(1 + 1)}(;2 +2[1 —a(l+1)—alb+
+{[(3 x 2) + (2% 3)(1 + 1)}193 +2[1 —a(l+1) 72a]b2}p+ ...... +

+{ [+ 1+ 200+ DA+ Dby +2[1 = all+1) - av] by}pH o =0

e, igualando os termos independentes a zero, obtém-se para o termo genérico a férmula de recorréncia

(v+1) (1/ o1+ 2)]bu+1 —2 [oa/ tall+1)— 1] b, (15.111)

Para v muito grande, a razao entre dois termos consecutivos da série é dada por

limb”“ 72a[1/+(l+1)—1/a} .0
1 b, P T T Dwr2ar2) P

Portanto, a série sera divergente para p — co, a menos que exista um valor maximo para v, v, = k,
denominado niimero quantico radial, que trunque a série em um polinémio de grau k, tal que

1
Ftl+l-—=0 k=0123. .

Como « ou, equivalentemente, a energia (¢ = —a?) nao depende de k e [ separadamente, fazendo
k+1+1=mn, os valores de «, ou de energia podem ser expressos como

en=-— =123

Desse modo, o espectro de energia do atomo de hidrogénio, segundo a equagdo de Schrédinger, é
também determinado pela férmula de Bohr (equagao (12.5).

= 22

E 1 2 4
Ep=--R_—__— (e—> e (n=1,2,3..)) (15.112)

na qual n é chamado de nimero quantico principal.

As fungodes radiais dependem dos nimeros quéanticos n e [, e sdo denotadas por

valp) = walp) = P e ou(p)| (e = 1/n)

Uma vez que n > [, os valores possiveis para k, [ e n sdo dados por

k l n
0 0
0 1

2
1 0
0 2
1 1 3
2 0

tal que

k
vni(p) = ijpj (k,1<n-1) (15.113)
7=0
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Assim, os numeros quanticos principal (n), azimutal (I) e magnético (m), que caracterizam os
autoestados de energia do elétron no atomo de hidrogénio satisfazem as condigoes

n l m

1 0 0

0 0

2 1 +1

0 0

0

3 1 +1

0

2 +1

+2

ou seja,
n=123...

1=0,1,2,....n—1 (I<n-1)

m=0+1,+2, ... 4  (lm| <)

15.4.3.2 O estado fundamental e os primeiros estados excitados

As solugoes radiais un(p) = pl“e*”‘"%n, (p) podem ser construidas a partir da expressao vy (p) =
k
Z b,p” (equagdo 15.113) e da férmula de recorréncia para os polindmios,
v=0

2ay, [1/ +(+1)—-1/«a
v+1)(r+20+2)

byt = b, (15.114)

e A solugdo mais simples corresponde ao autoestado fundamental de energia, para o qualn =1,1 =0,
k=0,m=0ea; =1, segundo a expressdo para v,;, ¢ dada por

u1o(p) =bope™"
Ulo(p) =by -
u1o(r) = boreT/oB

Impondo a condi¢ao de normalizagao,

oo
. P
b(z)/ e rdr =1 = bozg—/2 (o =1/ap)
0 ay

1/(4a8)

2 r

\v/ap ap

implica uio(r) = e~"/aB
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Paran =2 e ay = 1/2, tém-se duas solugodes radiais, correspondendo a (I =0,k =1) e (I=1,k=0).

e Para (I=0e k = 1), segundo a equagao 15.113,

vo(p) =bo+bip = u(p)=(bo + bip)pe ™"

De acordo com a férmula de recorréncia,

1 1
by = 2 (1 — 7) by = (0(2 — 1)b0 = by=—-——b
a2 2a
Logo,
uso(p) = bop (1= 5 ) e
1}20(/)) = bo (1 — g) —

ugo(r) = bor (1 - i) e~"/(2aB)

Impondo a condigao de normalizagao,

2,.4

s [T 2 ™ —ar o [T 2 3, AT —ar
b; r <1—Oz§> e~ dr = b e —ar’ + )¢ dr=1 (e =1/ap)
0 0

As trés integrais ja foram calculadas e, portanto,

2 af o’ 1\"?
2 (=2 == = = —
b (a3 oAt ) ! = bo (26%)

1 1/2 r
U (1) = (2013) (£> e~ 7/ (2aB)

Assim,

e Para (I =1,k = 0), segundo a equagao (15.113),

uz1(p) = by p>e=***

va1(p) =by = .2
Ugl(’f‘) = bo — eir/(gaB)
ap
De acordo com a condigao de normalizacao,
b, 1 1
— rte®dr =1 = bp = —=—+
a% Jo V24 43

24a%

obtém-se,

1 r\?
_ o —r/(2ap)
uz(r) V24ap (aB) ¢

De modo andlogo, as demais fungoes radiais podem ser obtidas.
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De acordo com a defini¢do das autofungoes radiais,

Rnl (7“) = fnl (7)

(15.115)

os primeiros estados estacionarios, ou autoestados de energia do dtomo de hidrogénio (ndo normalizados),

e os correspondentes niveis de energia, sao dados explicitamente por

n l m Unim (1,0, ) = Uni(r) P (g)e™? E, = ——? (Er ~ 13,6 eV)
r n
1 0 0 e "/aB —FEg (estado fundamental)
1 E
2 0 0 (1 - 5%) e~"/2a8 *TR (4 autoestados)
1 0 re /298 cos
+1 re”"/28 genfet?
2 r 2 r\2 E
3 0 0 [1 “3ap o (g) :| ~r/3as *?R (9 autoestados)
1
1 0 ( _,L) re~"/3%8 cos 6
ap
Lr —r/3a +i
+1 — —— | re”"/°*Bgenfle™"¥
ap
2 0 r2e /398 (3cos? 0 — 1)
+1 r2e~"/3%B 5enf cos et
+2 r2e~T/308 gen?geti2?

15.4.3.3 As distribuigoes de probabilidade de presenga radiais do elétron no dtomo de

hidrogénio

De acordo com a condi¢ao de normalizacao radial, equagao (15.54),

/:o lu(r)|* dr =1

\u(7‘)|2 representa a distribuicao de probabilidade de presenca do elétron em funcdo da distancia r

ao proton. Assim, o valor médio e a incerteza associada a qualquer grandeza que dependa apenas da
. ) . o 2

componente radial do elétron podem ser calculados a partir das distribuigoes |u(r),|”.

Essa é a grande vantagem de se utilizar a equagao radial de Schrédinger para u(r) ou u(p).
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A Figura 15.13 mostra as distribui¢oes de probabilidade radiais associadas aos autoestados de energia
do elétron no hidrogénio,

2 —2r/ap

lu(r)10)? o r2e = Ju(r)1o iax para T =apg

im para r = (3+V5)ap

\Mﬂmfuﬁ<1—ii)(%mﬁ = |u(r)a

\u(r)21|2 x rle~?r/os — \u(r)glﬁm para r = 4apg

caracterizados pelos nimero quanticos (n = 1,1 =0), (2,0) e (2,1).

~
L

05 jujif’
10
0.4
03 ‘ ‘ 27 ‘ ; ‘
/ : \ : / : ‘ ‘ TN

0.2 14241

OMJK<1/2<\F*¢41333-
2 3 4 5 6 7 8 9

i v
0 1 10 ag

.

Figura 15.13 Distribuicdes de probabilidade radiais para os autoestados de energia (1,0), (2,0) e (2,1).

Outras distribuigdes de probabilidade, correspondentes aos autoestados caracterizados pelos nimero
quanticos (3,0,0), (3,1,0) e (3,2,0) sdo mostradas na Figura 15.14.

0.7

Wbt 5o
NIV A\
N A
TN
Tl TR N
o //K\ //|%ﬁ

0 5 20 25 30

8

=

Figura 15.14 Distribuices de probabilidade radiais para os autoestados de energia (3,0), (3,1) e (3,2).

As Figuras 15.13 e 15.14 indicam que os valores que determinam os maximos das distribui¢oes de
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probabilidades crescem com o nimero quantico principal (n), e apresentam também dependéncia com o
niimero quantico azimutal (1).

Segundo o modelo de Bohr, os raios das érbitas permitidas (estaciondrias) crescem com n? e, de

acordo com a Mecanica Quantica, esse é também o comportamento previsto para as distribui¢oes radiais
associadas a autoestados de energia caracterizados por nimeros quanticos do tipo (n,l =n — 1),

— 2 —
Unn1 ~ e r/(nag) ‘un;nfl' ~ 72 2r/(nag)

as quais tém méximo para r = n2ap.

Em geral, o valor médio na Mecanica Quantica, além de crescer com n?, apresenta também dependéncia
com o numero quantico azimutal (1).

Somente para grandezas que nao possuem dependéncia angular azimutal (), ou autoestados de energia
para os quais | = 0, a distribuicao de probabilidade de presenga do elétron apresenta simetria radial. Para
grandezas que dependem de 6, os valores médios e as incertezas associadas, segundo a equagdo 15.54, sdo
calculadas a partir da distribuigdo de probabilidade definida por

(Yt (r, 0. 0)[* 1% = luna(r)|* | " (cos 0)]* (15.116)

Nesse sentido, |P/™(cos 9)\2 é um fator de modulagao para a distribuigao de probabilidade de presenca do
elétron em qualquer regiao do a&tomo de hidrogénio.

Assim, os diagramas polares para os polindmios e funcoes associadas de Legendre apenas indicam
as diregOes para as quais a probabilidade de presenga do elétron é méxima, para uma dada distancia
do elétron ao préton. A dependéncia radial e angular da distribuigdo de probabilidade de presenca do
elétron no hidrogénio, dada por | (1) | /™ (cos 6)|?, pode ser visualizado nos diagramas mostrados na
Figura 15.15.%

Como a dependéncia do dngulo polar ¢ das fungdes harmonicas esféricas Y™ (6, ) é do tipo eme a
densidade de probabilidade de presenca do elétron no dtomo de hidrogénio tem simetria polar, ou seja, é
invariante para rotagoes em torno do eixo z. Desse modo, as distribui¢oes da Figura 15.15 representam a
probabilidade de presenca do elétron em qualquer plano vertical ao planoxy, que passa pelo eixo z.

Distribuigoes tridimensionais podem ser geradas pela rotagao dos diagramas em torno do eixo z

15.4.3.4 Notacao espectroscépica

Historicamente, a classificacdo das linha observadas nos espectros de alguns dtomos alcalinos (litio,
s6dio e potdssio), ou hidrogendides, era denotada por letras do alfabeto, de acordo com as intensidades
das linhas como: sharp (s), principal (p), diffuse (d), fundamental (f), (g), (h), .. ..

As letras dessa classificagdo empirica correspondem aos valores do nimero quantico azimutal (1),
associados aos autoestados do quadrado do momento angular (L?) da seguinte maneira

Esses valores definem as chamadas sub-camadas eletronicas do 4tomo.

As chamadas camadas ou orbitais atomicos K, L, M, N, ..., correspondem aos nimeros quanticos
principais (n), os quais caracterizam os niveis de energia do dtomo, ou seja,

6 Esses diagramas foram gerados por métodos de Monte Carlo de rejeigao.
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Figura 15.15 Diagrama polares das distribuicbes de probabilidade de presenca do elétron no datomo de
hidrogénio.



“edicao’ltc” — 2015/11/2 — 23:56 — page 518 — #546

518 CapiTUuLO 15

Desse modo, o estado do elétron associado & camada K e sub-camada s, ou seja, ao par (n = 1,1 =0),
é denotado como 1s e, o estado para o qual (n = 3,1 = 2), por 3d.”

Na espectroscopia, usualmente, os niveis de energia degenerados e os correspondentes autoestados sao
representados em diagramas do tipo mostrado na Figura 15.16.

energia

(:0) @) (=2 (re3)
Q\t ‘1) _E"/lé 1 g gy Zg T
@;‘3) ‘Ek/g + 3s 3p 34

(Vl: 3 -Ee/y T is 2o

() By = Ll T —S—

Figura 15.16 Diagrama dos niveis de energia degenerados e os correspondentes autoestados, para um atomo
hidrogendide

15.4.3.5 As fungoes radiais e os polinémios e fungoes associadas de Laguerre

De modo andlogo ao procedimento usado para os polindmios de Legendre, pode-se determinar de
maneira geral e sistematica as fungoes radiais para o dtomo de hidrogénio, associando-as aos chamados
polinémios de Laguerre, a partir das respectivas funcao geratriz, férmulas de Rodrigues e relagdes de
recorréncia que envolvem os polindomios e derivadas de ordem distintas, estabelecendo relagbes gerais,
como a ortogonalidade, para qualquer que seja a ordem dos polinémios.

As fungdes associadas de Laguerre, £X (z), satisfazem a equacio de Laguerre
zy' +(k+1—2)y +ny=0 (15.117)

Sua solugao pode ser expressa em termos dos polinémios ordindrios de Laguerre, £, (x), que satisfazem
a equagao (15.117) para k = 0. Sendo assim, os polinémios £, 4x(z) satisfazem a equagao

zy’+(1-2)y +(n+k)y=0 (15.118)

7 Ao se considerar a chamada interacio spin-6rbita, o autovalor (j) associado ao momento angular total é indicado como
um sub-indice, tal que o estado para o qual (n = 3,1 =1, j = 3/2) é indicado como 3pg 5.
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Diferenciando k vezes a equacao (15.118), obtém-se

2y 4 (k+1—2)y* ) 4 ny® =0 (15.119)

Comparando as equagoes (15.119) e (15.117), conclui-se que, se £+ é um polinémio que é solugio da
equagao (15.118), entdo sua derivada de ordem & é um polinémio que é solugdo da equacao de Laguerre,
equagao (15.117), dado por
a*

k —
‘C’n (I‘) - @

L ik(z) (15.120)

No caso especifico do dtomo de hidrogénio, as fungdes radiais sdo dadas pelas equagoes (15.109) e
(15.115)
Roui(r) = rle™ v, (1) (15.121)

na qual

k
V(1) = Z b,r"
v=0
1
n=k+Il+1=—
aa
com a férmula de recorréncia

1
(l/+1)(l/+2l+2)b,,+1:2a (I/-i-l—l—l—%) bO

sendo
(2m|E|)'/? n?
a=—"— e a=—-
h me?
Os polinémios v, (r) satisfazem a equagao
d’ I+1 d
d”;” 12 (L - a) S"l +2n—1—1)a 2 =0 (15.122)
r r r r

Esses s@o os polinémios associados de Laguerre, de grau (n —1 —1).

. 2r
Fazendo-se a mudanca de varidveis £ = 2ar = —, segue-se que
na

opi(€) = (2)FHIELHL (¢

e a equagdo (15.111) passa a ser escrita como

oyenr Tealia | <H1 —a> (20)2+972 Ynis
ae2 r dé
+2(n—1-1) % (20)@H3/220HL (15.123)
" @O, (204D )02, 1 -
e ( ¢ 71> dE +E (n—1-1LX =0 (15.124)

Em outras palavras, a solugao radial da equagao de Schrédinger para o dtomo de hidrogénio depende do
polindmio generalizado de Laguerre de grau (n — [ — 1) e ordem (2! + 1) e pode ser escrita como

R(r) = Ru(€) = (20)%? Ay e /2 ' L25) (€ (15.125)

sendo A,; uma constante de normalizagao.
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15.4.3.6 Fdérmulas de recorréncia, de Rodrigues e funcao geratriz dos polinémios de
Laguerre

A férmula de Rodrigues dos polindmios associados de Laguerre pode ser obtida da seguinte maneira.
Em termos de uma nova variavel z, a solu¢ao da equagdo (15.117) pode ser escrita na forma

Neste caso, encontra-se
22" +(x—k+1)2+n+1)2=0
Fazendo agora
d"w
z=—-—
d$'n
a equagao anterior passa a ser escrita como
w4 (z—k+ D)™ 4+ (n+1)w™ =0

que é equivalente a
dn+1

W[mw’—i—(m—n—k)w]:o

Como a equacao entre colchetes tem uma solucao do tipo w = Ae~® "%, segue-se que

n
y=Ae*zF—
dzm

[67wl,n+k}
Escolhendo-se convenientemente A = (—1)% (n 4 k)!/n!, a solugdo y torna-se idéntica ao polindmio
associado de Laguerre, £*, donde
k (n+k)' x, .~k a"

k _ . —x, n+k
Ly (z)=(-1) E e s [e~"a™t¥] (15.126)

que ¢ a férmula de Rodrigues.

No caso particular em que k& = 0, obtém-se a férmula de Rodrigues para os polinémios ordinarios de

Laguerre®
dn
dl‘”

Lnp(x) =€"

o]

Pode-se ainda escrever

L (x) =nl 2( 7: ) (_:;,)7-
em que .

(7)=etnn =G

sa0 os coeficientes binomiais.

Algumas férmulas de recorréncia tteis sao:

‘Cil n( %717£n71)
2L, = nLly,—nly,_1

@2n+1—2)L, —nLy_q

£n+1

8 Alguns autores incorporam nesta equagio um fator 1/n!, o que implicard diferengas nas férmulas de recorréncia para
os polinémios de Laguerre.
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A fungao geratriz dos polinémios de Laguerre é

@@Jo:93%?¥%iﬁﬂ:§:£4mh”

n=0
Para os polinémio associados de Laguerre, vale a relagao de recorréncia
(m+1)Ly =Cn+a+1-2)Ly —(n+a)ly_,
15.4.3.7 Ortogonalidade dos polinomios de Laguerre e das fungoes radiais

Os polindémios generalizados de Laguerre também satisfazem a uma condicdo de ortogonalidade, que
pode ser demonstrada a partir da integral

[t @a 5120
0

Sem perda de generalidade, pode-se supor que n > m e substituir £¥(z) pela férmula de Rodrigues,
equagdo (15.126), obtendo-se

' o0 n
Y e P=Ar
. 0

Realizando n integracoes por partes, levando em conta que aparecera sempre um termo ja integrado
que depende do fator ze™*, que se anula nos limites de integragdo, chega-se a

n n+k' o —x,.n d"
(e LB ™ g St () a0

Nos casos em que n > m, a derivada dentro do integrando é sempre nula; para n = m,

n
d k

T Lh (@) = ()" k)

Logo,
/ e "R de = (n 4 k)!
0

donde, finalmente,
[(n+K)°

— Omn (15.128)

/ efkaﬁﬁ (x)ﬁfn(x) dz =
0

Na prética, integrais semelhantes a esta podem aparecer nos calculos envolvendo a fungao de onda
radial do dtomo de hidrogénio. Algumas delas sdo dadas a seguir:

2n+k+1) [(n+ k)
n!

/ e Cxh (kY2 dx
0

X e kel kN2 _ [+ R)P
/0 e " (L) de = Tk

e k2 k2 _ Cntk+1) [(n+ k)P
/0 e T (Ly) de = ARG —1)

o 32n+k+1) [(n+k)!]3
z, k+1 pk pk—2
/0 e TatTLY L0 de (k).

(15.129)
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A constante de normalizagao é determinada pela condigdo de normalizacao
0O
/ |Rnl(1")|2 r?dr=1
0
que, de acordo com (15.109), se escreve

oo
/ re2em lp (r) P r2dr = 1
0

2 A . ~
Como |Unz|2 = (20)%+3 |£fffll_1(§) , fazendo-se & = 2ar, pode-se escrever a condicao de normalizacao

como

| Y emsee [£240 (6] de = 1

0
e usando-se a primeira férmula da equagao (15.129), pode-se mostrar, finalmente, que

1/2
[(nll)! /
1= |3

2n [(n +1)1° (15.130)

15.4.4 Regras de selegao

Como as dimensoes atdomicas sdo muito menores que os comprimentos de onda da luz, pode-se
considerar, em primeira aproximagao, que a emissao e a absor¢ao da radiagao por um atomo é determinada
pelo momento dipolar elétrico, o qual é proporcional & coordenada de posigao (7) do elétron. Assim, o
valor médio

(P = /F¢;'z'm'(17y, 2) Ynim (2, y, 2) dedydz
determina as regras de selegdo para as transi¢oes permitidas.

Uma vez que

o] T 27
N / / / 7 Ryt (1) Ry ()P P (0) P (0) sen 6 e =™ ¢ ™9 dr- A6 dp
0 0 0

e que R R
r=ix+jy+kz=1irsenfcos¢+ jrsenfsen¢+ krcosf

podem-se calcular as regras de selegao separadamente para transi¢oes que envolvem os nimeros quanticos
mel.

Para o nimero quantico magnético, obtém-se

27
(2) / 67”"¢e’m¢’d¢ X Om'm
0

27
(x) o / eI o5 do O’ mF1
0 —— — Am =0,+1
€ + e

2

2
(y) / o—im' 6 gimd senpdd X Oms mr1
0

As regras de selegao para os niimeros quanticos ! sdo estabelecidas de modo nao tao direto. Entretanto,
utilizando-se a notagao

T 2T
/ / P (6) AP (0)senfdf dg = (I',m'|All, m)
0 0
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para o valor médio de um operador A, pode-se escrever

(U, m!|L2|l,m) = K211+ 1) (I, m/ |1, m)
——

A

(U | Lt m) = han (1o |1, m)

A partir da regra de comutacio
[12,[12,2]| = 2m* (212 + 122)

obtém-se

', m’| [Lz, [L?, z]] |, m)

Explicitando-se o comutador do lado esquerdo, e usando a identidade (I, m/|L%|l,m) = \(I', m/|l,m) no
lado direito, tem-se também

(', m/|L? (L2, 2] — [L?, 2] L2|l,m) = 2R* (A + Ap) (U, m |21, m)

ou ainda

A\ = N) (U |[L2, 2] (L, m) = (A — X)? (U, m|2]1,m)
Assim, igualando-se os lados direitos das duas 1ltimas equagoes, encontra-se
2h2(/\lr + )‘l) = ()\l’ — )\1)2
Substituindo-se os valores de A\; e Ay obtém-se (Exercicio 15.7.18)
2
(@024 @ =02 =1] = [ +1+ 1)@ - D)

o que implica

[(z'+1+1)2—1} [(z’-x)‘é’—@ =0

Apesar do sucesso na determinagdo do espectro do hidrogénio e na predigdo das linhas espectrais
com base nas regras de selegdo, a teoria de Schrédinger néo explicava a estrutura fina do espectro. Por
exemplo, enquanto a previsio é a de uma tnica linha, de comprimento de onda da ordem de 6563 A,
correspondente & transiciio entre os niveis 3s e 2p, na realidade, ocorrem duas linhas separadas de 1,4 A.

ou seja,

Por outro lado, quando um atomo encontra-se sob a¢do de um campo magnético, de acordo com a
regra de selecao
Am =0,+1

espera-se um efeito Zeeman normal, com a divisdo de uma linha espectral em trés componentes,
conforme previsto também pelo Eletromagnetismo Classico. No entanto, a observagao mais frequente é o
aparecimento de quatro, seis ou mais componentes, correspondendo ao chamado efeito Zeeman anémalo.?

Com base nas tentativas de Sommerfeld, Landé, Pauli, Ralph Kronig e Thomas, os holandeses George
E. Uhlenbeck e Samuel Goudsmit, em 1925, sugeriram um novo grau de liberdade para o elétron, um
momento angular intrinseco, o spin, independente do momento angular orbital e, na verdade, de qualquer
interacao (Segao 16.6).

9 Apesar do nome, o efeito anémalo é o mais frequente.
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Apesar de as autofungdes do momento orbital (E)7 Y;"(0, ¢), dependerem das coordenadas angulares
0 e ¢, as acdes dos operadores L? e L, podem ser representadas por

L2|1,my) = R21(1+ 1) |1,my) 1=0,1,2,...

Lz\l,ml) :hml\l,ml) my :O,il,:tQ,...:tl

na qual os inteiros [ e m; sdo os numeros quanticos orbital e magnético.

O espectro de autovalores associados ao spin do elétron é formado de valores semi-inteiros, e a agao
dos operadores correspondentes S? e S, sdo denotadas como

S2|s,ms) = h2s(s + 1) |s,my) s=1/2

(15.131)
Szls,ms) = hmg|s, ms) ms=—1/2,1/2

em que os semi-inteiros s e my sao denominados niimeros quanticos de spin.
Os autoestados associados ao spin, entretanto, ndo dependem de coordenadas espaciais.

A partir do conceito de spin, foram explicados nao sé6 a chamada estrutura fina do espectro de
emissdo ou absor¢ao dos dtomos, como um grande nimero de outros efeitos que ocorrem nos fenémenos
microscopicos.

Sob a a¢do de um campo magnético na diregao z, um feixe de dtomos excitados, com momento angular
orbital [, se desdobraria em 2] + 1 feixes, que seriam detectados como tragos paralelos em um anteparo.
No entanto, os experimentos realizados pelos alemaes Otto Stern e Walther Gerlach em 1922 mostraram
que, para dtomos no estado fundamental (I = 0), sempre eram observados apenas dois tragos (Segao 16.6),
correspondentes a dois valores de momento dipolar magnético, —p, € ;.

Segundo Goudsmit e Uhlenbeck, uma explicagdo para os resultados dos experimentos de Stern e
Gerlach, compativel com apenas dois autovalores para a proje¢do do momento dipolar magnético na
direcdo z, seria possivel se fosse atribuido ao elétron um momento angular intrinseco (§ ), cujos autovalores
para S2 e S, fossem dados pela equacdo (15.131).

Nesse caso, o momento dipolar (us) seria dado por
fs = —gsnS = =75 (15.132)
sendo gs =2 e 5 = e/m.
A principal aplicagdo do conceito de spin, no entanto, veio com o principio de exclusio de Pauli.

O estado normal do dtomo de hidrogénio é o estado fundamental, no qual o elétron encontra-se em
seu nivel mais baixo de energia. Qual seria o estado fundamental de um atomo multieletronico? Estariam
todos os elétrons com a mesma energia?

Apesar da relutancia inicial de aceitar o conceito de spin, o proprio Pauli, em 1925, propde que a
estrutura eletronica dos atomos seria explicada adotando-se o chamado principio de exclusao, o qual
estabelece que os niimeros quanticos, incluindo os de spin, que caracterizam dois elétrons nao podem ser
todos simultaneamente iguais.

Em 1927, Pauli apresentou uma equagdo capaz de descrever fenomenologicamente a dindmica da
interagdo entre uma particula com spin e um campo magnético. A equagéo de Pauli corresponde ao limite
nao relativistico (Segao 16.5) da equagao relativistica de onda para o elétron (Segao 16.2), estabelecida
por Dirac em 1928.



