Métodos Estatisticos em Fisica Experimental

Vaitor Ogur:

Rio de Janeiro, 24 de agosto de 2011






Sumario

1 O acaso e a necessidade 1
1.1 A aleatoriedade dos fendmenos . . . . . . . . . L Lo e 1

1.2 Experimentos em altas energias . . . . . . . .. ..o Lo e 5

2 As distribui¢coes de probabilidades 8
2.1 Probabilidades a priori . . . . . . . .. e e e e 8
2.1.1 Eventos eqUIPrOVAVEIS . . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e 9

2.1.2 Asregras basicas . . . . . . . ..o e e 10

2.1.3 Eventos compostos . . . . . . . L e e e 14

2.2 Probabilidade condicional e a féormulade Bayes . . . . . . . . . ... ..o 18
2.3 Probabilidades a posteriori . . . . . ... Lo 24
2.4 Distribuigdes de probabilidades continuas . . . . . . . . . .. . ... ... o 30

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAc. 11 UrrimMa SAIR



2.5 Os axiomas de Kolmogorov . . . . . . . . . . e e e e 36

2.6 DistribuicOes limites de frequéncias . . . . . . . . . . L L 40
2.7 Alei dos grandes NUMETOS . . . . . . . . v v v v it e e e e e e e e e 45
2.8 A distribuigdo uniforme . . . . . .. L 48
2.9 A distribuicdo binomial . . . . . . . ... e e e 53
2.10 A distribuigo de Poisson . . . . . . . .. 63
2.11 A distribuicdo de Gauss . . . . . . . . . e e e e e e e 65
2.12 BEXErciCios . . . . . v i e e e 78
Métodos de simulagao a Monte Carlo 85
3.1 Oexperimentode Buffon . . . . .. .. . . . e 86
3.2 Geragdo de eventos a Monte Carlo . . . . . . . . . . .. 93
32,1 Método deinversdo . . . . . . il e e e e e e 93
3.2.2 Meétodo de rejeigdo simples . . . . . .. .. e e e e e e e e 97

3.3 Calculo de integrais e médias . . . . . . . . .. ..o e e e e e 100
3.3.1 Meétodo de rejeigdo simples . . . . . . . ... e e e e e e e e 100
3.3.2 Métododireto . . . . . . L 101

3.4 Redugdo deincertezas . . . . . . . . . .. e e e e e e e 104
3.4.1 Transformagdo einversdo . . . . . . . . . . . i 105
342 Métodos de T€JEICAD . . . . . . L .o e e e e e 107

3.5 O método de Metropolis . . . . . . . . . . . e e e e e e 110
3.6 ExXercicios . . . . . . . e 117

Capa Volta Anterior Préxima Tela cheia Pag. iv Ultima Sair



4 Estimadores de maxima verossimilhanca 124

4.1 As origens dos métodos estatisticos . . . . . .. L Lo Lo 124
4.2 O método da maxima verossimilhanga de Fisher . . . .. . .. .. ... ... ... ....... 126
4.3 Limite da fungdo de verossimilhanga . . . . . . . . . ... L 132
4.4 Bstimadores para a distribuicdo de Poisson . . . . . . . . . . . . ... . 135
4.5 Hstimadores para a distribuicdo de Gauss . . . . . . . . ..o o e 136
4.6 Estimadores para parametros de outras distribuicdes . . . . . . . . ... Lo 141
4.7 Hstimadores para distribuicdes multiparamétricas . . . . . . . . .. Lo L oo 143
4.8 Propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanga . . . . . . ... ... ... L. 148
4.9 Ajuste de fungBes a histogramas . . . . . . .. L L e 151

5 Testes estatisticos paramétricos 154
5.1 O teste de significancia de Fisher . . . . . . . . . . . . L L 156
5.2 Os testes de hip6teses de Neyman-Pearson . . . . . . . . . . . . . . . . . v ... 158
5.3 Imtervalos de confianga . . . . . . . . . .. L 161
5.4 Otestede x2de Pearson . . . . . . vt v it e 165
5.5 Langamentodedados . . . . . . . . . . . 172
5.6 Exercicios . . . . . . . . e e e 179

A Topicos sobre probabilidades 180
A1 Eventos equivalentes . . . . . . . . . L e 180
A.1.1 DistribuigSes de probabilidades de eventos equivalentes . . . . . ... ... .. ... .. 181

A.1.2 Valor médio de fungdo de uma variavel aleatéria . .. ... ... ... ... .. ..... 183

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA Pic. v UrrimMa SAIR



A.2 Variaveis aleatérias multidimensionaiS . . . . . . . . . . . . e e e e e 184

A.2.1 Varidveis independentes . . . . . . . .. Lo 185

A.2.2 FuncgOes de varias varidveis aleatérias . . . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 185

A3 A desigualdade de Markov . . . . . . . L 189
A4 A desigualdade de Chebyshev . . . . . . . . . . .. e 189
A5 Aleidos grandes NUMETOS . . . . . . .« v v vt i e e e e e e e e e e e 190
A.6 Fungles caracterissticas . . . . . . . . . . . L e 192
A7 O teorema do limite central . . . . . . . . . .. 195
A8 Adistribuicdo gama . . . . . ... e 197
A9 A distribuicdo de X2 . . . .. e 200
A.10 A distribuigdo de Student . . . . . .. 203

B Simulacao Direta 209
O Experimento de Rutherford-Geiger . . . . . . .. .. ... ... .. .. .. ... 210

Referéncias Bibliograficas 212

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAc. vi UrrimMa SAIR



Capitulo 1

O acaso e a necessidade

A wncerteza € inevitdvel no cdlculo de resultados
observacionais. Em geral, a teoria nos permate

calcular somente a probabilidade de obtermos um
resultado particular.

P.A.M. Dirac (1930)

1.1. A aleatoriedade dos fenémenos

Os fendmenos naturais podem ser classificados como deterministicos ou aleatérios. Se os efeitos associados
a um fendmeno, devido a determinadas influéncias (causas), sdo inequivocamente previsiveis, diz-se que os
processos envolvidos sdo deterministicos. Por outro lado, se os efeitos associados a um fenémeno nédo séo
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exatamente previsiveis, mas podem ser associados a certas expectativas relativas de ocorréncia, os processos
envolvidos sdo ditos aleatérios.

Segundo a visdo classica, a nédo previsibilidade dos efeitos associados a um fendmeno estava associada a
processos complexos que envolviam a interacdo de um grande ntimero de sistemas simples. Assim, o conceito de
aleatoriedade estava vinculado ao comportamento coletivo das moléculas de um gas, ou & enorme quantidade
de niicleos que participam do fenémeno da radioatividade.

Uma vez que a teoria fundamental da Fisica Classica — a Mecanica de Newton — descreve a evolugdo
temporal de um sistema composto de um pequeno ntmero de particulas por equagdes diferenciais ordinarias,
pressupunha-se que seu comportamento seria completamente determinado por sua condigio inicial.! A alea-
toriedade e o acaso em um fendmeno, ou em um experimento, eram atribuidos a incapacidade do observador
em determinar as condicGes iniciais, ou & complexidade dos arranjos experimentais.

Em principio, uma teoria fundamental deveria ser deterministica, tal que uma dada condigio inicial estaria
associada a um tnico resultado para a evolugdo de um sistema fisico. Assim, teorias probabilisticas ndo seriam
fundamentais, uma vez que poderiam admitir varios possiveis resultados para a evolugdo de um sistema, ao
associar expectativas distintas a cada um desses possiveis resultados.?

!Caracterizada pelas posigdes e velocidades iniciais de suas particulas constituintes.
2Sabe-se hoje que, mesmo para sistemas com poucos graus de liberdade, descritos por teorias causais, em principio, determi-
nisticas, pequenas perturbagdes iniciais podem dar origem a fenémenos cadticos ndo previsiveis.
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Essa visdo dos fendémenos, hd milénios arraigada no homem, foi também compartilhada por grandes
expoentes do pensamento ocidental:

“Nada acontece aleatoriamente; tudo acontece por alguma
razdo e por necessidade.”

Leucipo

“Todos os eventos, mesmo aqueles que por sua irrelevincia
parecem néo se relacionar as grandes leis da natureza, delas
constituem uma série t30 necessaria quanto as revolugdes do
Sol”.

P. S. Laplace

“Deus ndo joga dados.”
A. Einstein

No entanto, com o surgimento da Mecanica Quéntica, em 1925, a aleatoriedade passa a ser uma caracteris-
tica intrinseca da evolugdo dos fen6menos e sistemas fisicos, mesmo aqueles com poucos graus de liberdade. A
Mecanica Quéntica estabelece que, para cada problema, ha de se calcular uma distribui¢do de probabilidades
que conterad as informagOes necessarias a descricdo do fendmeno estudado.

Segundo a Mecéanica Quéntica[8], as medidas das grandezas fisicas estdo associadas a certas distribuiges
de probabilidades de ocorréncia. Ou seja, mesmo que as medidas associadas a uma grandeza néo sejam
inteiramente previsiveis quando efetuadas sob as mesmas condigdes experimentais, elas ndo se manifestam de
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modo totalmente imprevisivel, uma vez que, em geral, seus valores, além de limitados a um intervalo definido,
estdo associados a certas expectativas de ocorréncia.

Assim, uma teoria probabilistica para o estudo dos fenémenos naturais ou dos sistemas fisicos deve prover
regras que permitam determinar:

> os valores (medidas) possiveis para as grandezas associadas ao fenémeno ou ao sistema fisico;

> as respectivas probabilidades de ocorréncia das medidas das grandezas, ou a distribuigdo dessas proba-
bilidades.

Em geral, uma distribui¢do de probabilidades associadas as medidas de uma grandeza é caracterizada por
pardmetros que indicam o valor esperado de cada grandeza. Desse modo, os objetivos de qualquer experimento
em Fisica que envolva processos aleatérios podem ser expressos como:

A partir de amostras de medidas de grandezas associadas
a um fendmeno, e de um modelo ou de uma teoria fisica,
0s objetwos de um experimento em Fisica sQo:

> determinac¢do de valores esperados;

> observacdo de um resultado previsto pela teoria.

Na linguagem da Estatistica, os objetivos dos experimentos do primeiro grupo estéo associados aos cha-
mados problemas de estimacao de parametros e, os do segundo, aos chamados testes de hipoteses.
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1.2. Experimentos em altas energias

Todo experimento em Fisica de Particulas envolve processos aleatérios e, portanto, seus resultados devem ser
confrontados com as distribui¢des de probabilidades que se obtém a partir de modelos baseados em teorias
quénticas como a Eletrodindmica (QED), a Eletrofraca e a Cromodindmica (QCD).

Por exemplo, as Fig. 1.1 e 1.2 mostram possiveis distribuigdes de momentum transverso (p;) e de pseu-
dorapidez (n) de muons resultantes de colisdes préton-proton.

pt_tag_jet_maxpt
Entries 1498
C Mean 166.1
80— RMS 136.3
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Figura 1.1: Distribuicdo de p; de muons.
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Segundo as teorias quénticas, alguns desses mtions resultam de varios processos fisicos aleatérios (como a
hadronizagio e o decaimento de hadrons) que ocorrem apés uma colisdo (quark-quark) entre os constituintes
dos prétons. Mesmo que esses processos elementares sejam bem descritos por modelos tedricos, as distribuicdes
das grandezas fisicas associadas a esses mions sdo modificadas por interacdes com os materiais que compdem
o sistema de detecgdo de um experimento de colisGes de particulas em altas energias.

eta_tag_jet_maxpt
Entries 1498

g Mean -0.04901

E RMS 1.959
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Figura 1.2: Distribuicao de  de muons.

Desse modo, para a comparagdo das distribuigbes experimentais e teéricas, em geral, utilizam-se mo-
delos aleatérios dos diversos processos que modificam as grandezas (momentum, energia e pseudorapidez)

Capra VoLra ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAc. 6 UrrimMa SAIR



associadas aos muons (particulas observadas), quando esses atravessam os vérios subsistemas de deteccdo do
experimento.

Assim, todo experimento em altas energias envolve tanto a elaboragdo de programas de simulagdo de
amostras aleatérias (geragdo de eventos) segundo distribuigdes tedricas, como a de programas de simulagio
de interagdo de particulas com diversos materiais que compdem os detectores (simuladores de detectores).
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Capitulo 2

As distribuicoes de probabilidades

Os observdvets na ciéncia sdo as distribuigdes es-
tatisticas que descrevem as probabilidades associ-
adas as observagdes.

K. Pearson (1892)

2.1. Probabilidades a priori

A teoria da probabilidade teve sua origem na andlise dos jogos de azar (Bennet, David), ao se quantificar a
expectativa de ocorréncia do resultado associado a um fenémeno nfo aleatério, como um jogo de cartas ou
o lancamento de dados. Essa quantificagdo iniciou-se com a correspondéncia entre os matematicos franceses
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Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre Fermat (1601-1665), em 1654, e foi sintetizada pelo também francés Pierre
Simon Laplace (1749-1827), em sua classica obra Théorie analytique des probabilités, em 1812.

Devido a essa génese, associada aos jogos, os conceitos e métodos probabilisticos elementares sdo usual-
mente apresentados a partir de exemplos que envolvem processos combinatoriais.

2.1.1. Eventos equiprovaveis

O langamento de dados proporciona um meio simples e acessivel para se estudar e estabelecer as regras basicas
dos fendmenos aleatérios ou do “acaso”.

Os tnicos resultados possiveis para os langamentos de um dado sdo os nimeros naturais {1,2,3,4,5,6}.
Para um dado nédo viciado, devido a simetria do problema, a probabilidade a prior: atribuida a ocorréncia de
um determinado ntimero possivel é igual a 1/6. Assim, a defini¢do de probabilidade, segundo Laplace, é dada
pela razdo entre o niimero de casos favoraveis possiveis para a ocorréncia de um evento e o nimero total de
alternativas igualmente possiveis, ou equiprovaveis.

P(i) = - (i=1,2,3,4,5,6)

Nesse sentido, o calculo de probabilidades consiste na contagem das possibilidades de ocorréncia de um
evento. Esse tipo de célculo ou estimativa, porém, é possivel somente em situacOes simples, nas quais os
possiveis resultados, em ntmero finito, sdo conhecidos a prior:, e por hip6tese tém as mesmas chances de
ocorréncia, ou seja, os eventos sdo igualmente provaveis.

nimero de casos favoraveis

P(evento) = (probabilidade para eventos equiprovaveis)
numero de casos possiveis
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Um exemplo ainda mais simples de eventos equiprovaveis sdo os lancamentos de uma moeda. Nesse caso,
a probabilidade associada a cada um dos dois finicos resultados possiveis e equiprovaveis, {cara, coroa}, é igual
a 1/2, ou seja,
1
P(cara) — P(COI‘O&) — 5
A definigdo classica de Laplace torna-se impraticavel quando o numero de casos possiveis for muito grande,

como no caso dos estados acessiveis as moléculas de um gas.

2.1.2. As regras bésicas

A partir da anélise da ocorréncia de eventos simples, no entanto, pode-se estabelecer as regras béasicas para
o calculo de probabilidades.
Por exemplo, no lancamento de dados, a probabilidade de ocorréncia de um resultado (i) maior que 4 é
igual a probabilidade associada & ocorréncia dos dois resultados, 5 ou 6, entre os seis igualmente possiveis e
mutuamente excludentes,

2 1
P(i>4)=P(5 6)=—-=—
(>4)=P(Eu6) ===
ou seja, igual a soma das respectivas probabilidades,
1 1 1
P(5 6)=P0bB)+P6)==+—-=—
(50u6) = P(5) + P(6) = = + = = 3
Por outro lado, a probabilidade de um resultado par, {2,4,6}, ou maior que 4, {5,6}, é dada por
4 2
P(i:paroui>4):6:§
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pois, entre os cinco resultados igualmente possiveis, mas ndo mutuamente excludentes, aqueles distintos séo
{2,4,5,6}.
Nesse caso,
. . . . . . 3 2 1 2
P(Z:paroul>4):P(Z:par)+P(Z>4)—P(l=parel>4):6+8—6:§
Assim, quando a ocorréncia de um evento implica necessariamente a nio ocorréncia do outro, como a
ocorréncia dos ntimeros A = 5 ou B = 6 no lancamento de um dado, ou seja, quando os eventos sdo ditos
mutuamente excludentes, a probabilidade associada & ocorréncia de um ou de outro é dada pela soma das
probabilidades:

| P(AouB)=P(A)+ P(B)] (A e B mutuamente excludentes) (2.1)

Por outro lado, se a ocorréncia de um evento A = {i = par} ndo exclui a ocorréncia de outro evento
B = {i > 4}, a probabilidade associada & ocorréncia de A ou B é dada por

P(AouB)=P(A)+ P(B)—P(AeB)] (A e B ndo excludentes) (2.2)

onde P(A e B) é a probabilidade de ocorréncia simultdnea dos eventos A e B.

Se dois eventos A e B sdo independentes, no sentido de que a ocorréncia de um ndo afeta a ocorréncia do
outro, isto é, ndo estd condicionado ao outro, a probabilidade de que A e B ocorram simultaneamente é igual
ao produto de suas probabilidades individuais, ou seja,

| P(AeB)=P(A) x P(B) | (A e B independentes) (2.3)
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Uma vez que P(A) e P(B) sdo menores que a unidade, a probabilidade de que A e B ocorram simultane-
amente nunca pode ser maior que as probabilidades individuais.

Um exemplo um pouco mais complicado consiste em um dos problemas propostos a Pascal pelo jogador
francés Chevalier de Méré, que originou a correspondéncia entre Pascal e Fermat.

Méré queria uma explicagdo sobre o fato de que, em quatro lancamentos de um mesmo dado de pdquer,
as chances de ocorréncia de uma face marcada com um ds (¢ = 1) eram maiores do que, em vinte e quatro
lancamentos de dois dados, a ocorréncia de dois ases (i = 2).

Para ele, as chances seriam as mesmas, pois:

> se em uma jogada a chance de se obter um ds é de uma em seis, em 4 jogadas as chances de sair pelo

menos um ds seria 4 vezes maior, ou seja, 4 x % = %;

> se as chances de se obter um par de ases ao se langar um par de dados é de uma em 36, em 24 langamentos

seria 24 vezes maior, ou seja, 24 X 35 = 2.

Aplicando-se esse conceito, quando uma moeda é lancada duas vezes, uma vez que as chances de sair cara
em um langamento é de uma em duas (1/2), as chances de sair pelo menos uma cara em duas jogadas seria
2 x 3 = 1, 0 que néo & correto.

O erro nesse tipo de argumento estd no fato de que, apesar de os eventos serem independentes, eles ndo sdo
excludentes, ou seja, a ocorréncia de um nao exclui a do outro. Nesses casos, para o cilculo da probabilidade
conjunta de eventos independentes, deve-se subtrair a probabilidade de intersecio dos eventos.
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O resultado pode ser obtido a partir da contagem de vezes da ocorréncia de pelo menos um ds (: = 1) na
listagem das 1296 (6/V=*) possiveis sequéncias dos resultados de eventos equiprovéveis nos quatro langamentos
de um dado.

(1111),(1112),...(1116),(1121),...(1126),...(1161),...(1666)
(2111),(2112),...(2116),(2121),...(2126),...(2161),...(2666)
(3111),(3112),...(3116),(3121),...(3126),...(3161),...(3666)
(4111),(4112),...(4116),(4121),...(4126),...(4161),...(4666)
(5111),(5112),...(5116),(5121),...(5126),...(5161),...(5666)
(6111),(6112),...(6116),(6121),...(6126),...(6161),...(6666)

Esse processo trabalhoso seria impraticavel no caso de 24 langamentos (N = 24) de dois dados. No entanto,
sabendo-se que a probabilidade de ocorréncia de dois ases, P(i = 2, N = 1), em um tnico langamento de dois
dados é igual a

1 1 1
Pi=2,N=1)==x==—
6 6 36
a probabilidade de nio ocorréncia de duplo ds é dada por
1 35
Pi#2,N=1)=1— —=—
(Z # Y ) 36 36

Assim, em 24 langamentos (N = 24) de dois dados, a probabilidade de ocorréncia de pelo menos dois ases
é dada por

35 24
P(i:2,N224):1—(36> ~ 0,49
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ou seja, ligeiramente inferior a 50%.
E claro que, aumentando-se o niimero de tentativas de um evento, as chances de éxito também aumentam.
Mas o mesmo acontece para todos os tipos de eventos, mesmo os indesejaveis:

> as chances de acidentes aumentam com o nimero de vezes que uma pessoa atravessa uma rua, viaja de
automével ou de avido, ou com o ntmero de dias de operagdo de uma usina nuclear, ou com a quantidade
de vezes que uma pessoa se submete a uma cirurgia.'

Por exemplo, cada vez que um avido sai para uma missdo de guerra, as chances de ser abatido é de 2%.
Aumentando-se o niimero de missbes as chances de ser abatido também aumentam. Em 50 missdes o avido
serd certamente abatido?

2.1.3. Eventos compostos

Para eventos compostos, mesmo que em nimero finito, a situagdo pode ser mais complicada. Galileu Galileu
(1564-1642), em um texto escrito por volta de 1613, identificou corretamente os 216 resultados equiprovaveis
no lancamento de trés dados, sendo capaz de prever a ligeira diferenga entre as probabilidades dos trés dados
somarem 9 e 10. Apesar de cada resultado estar associado a seis partigdes distintas, cada partigdo corresponde
a diferentes multiplicidades.

! Deve-se observar que esses eventos nio sio puramente aleatérios. Cuidados com a seguranga certamente reduzem as chances
dos acidentes. A maioria das pessoas morrem de outras causas.
2Sopra le scoperte dei dadi, tradugio inglesa em David.
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soma (S) de | particdes | partigdes multiplicidade
trés dados equivalentes
9 (126) 126 — 162 — 216 — 261 — 612 — 621 6
(135) 135 — 153 — 315 — 351 — 513 — 531 6
(144) | 144 — 414 — 441 3
(225) | 225 — 252 — 522 3
(234) 234 — 243 — 324 — 342 — 423 — 432 6
(333) | 333 1
10 (136) 136 — 163 — 316 — 361 — 613 — 631 6
(145) 145 — 154 — 415 — 451 — 514 — 541 6
(226) | 226 — 262 — 622 3
(235) 235 — 253 — 325 — 352 — 523 — 532 6
(244) | 244 — 424 — 442 3
(334) 334 — 343 — 433 3

Uma vez que o nimero total de casos possiveis é 216, com um total de 25 resultados possiveis para a soma
9, e de 27 para a soma 10, as respectivas probabilidades sio dadas por

P(S =9) = 25/216 e P(S = 10) = 27/216

O fato de que muitos resultados, apesar de conhecidos pelos jogadores mais experientes da época, néo serem
por eles explicados, mostra que eventos compostos podem ser complexos demais para que suas alternativas
ou resultados equiprovaveis sejam diretamente determinados.

No entanto, utilizando-se as propriedades estabelecidas para a unido e a intersec¢do de conjuntos de
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eventos, pode-se fazer prever probabilidades associadas a eventos compostos. Por exemplo, a partir dos 36
pares ordenados de resultados possiveis e equiprovaveis no lancamento de dois dados,

pode-se definir os seguintes conjuntos
> A={(i,5) |i+ji="7}
> B={(i,j)|i=1}
b C={(,j)|i=1lej<4}

17
2,
37
4)
5
6

9

N N N N /S

g T |
~— — N N

)

[eB

e eventos

(pares de resultados com soma igual a 7)

(pares nos quais o primeiro valor é igual a 1)

(pares nos quais o primeiro é 1 e o segundo menor ou igual a 4)

Desse modo, de acordo com as regras de calculo de probabilidades, pode-se escrever para cada conjunto

de eventos
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> A e B independentes —

P(Aou B) = P(A)+ P(B)— P(Ae By =~ + - — L

11

6 6 36 36

P(AeC)=0
> A e C excludentes — . .
P(AouC):P(A)—i—P(C')ZE—l—g_E
4 1
P = R
(CeB)=P(C) mriatc
>(CCB —
1 1 1 1
(CouB)=PB)=5+5-575
PB)==2_2
36 6
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2.2. Probabilidade condicional e a férmula de Bayes

A probabilidade de ocorréncia de B condicionada & ocorréncia de A, denominada probabilidade condi-
cional de B relativa a A, e denotada por P(B|A), é igual a razdo entre o niimero de ocorréncias conjuntas
de B e Aeode A, ou seja, de acordo com exemplo anterior (langamento de dois dados),

P(BeA) 1/36 1

PO == =16 ~ 6

Assim, a probabilidade condicional de um evento B com relagdo a um evento A, equivale a considerar o

evento A como o universo dos resultados possiveis (populagédo) para a ocorréncia de B.
Ainda com relagdo ao exemplo anterior, os eventos B e A s8o independentes, portanto,

P(B|A) = P(B)

Analogamente,
P(AeB) 1/36 1
P(B) 1/6 6 (4)

Por outro lado, no caso de eventos ndo independentes, como C e B,

P(A|B) =

PeiB) =B 0 _2upe) w POB)=t=2

P(B)  1/6
€
P(B|C) = P(Jf(g)c) =1 o P(BIO)=;=1

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA Paic. 18 UrrimMa SAIR



Assim, de um modo geral, a probabilidade de ocorréncia simultanea de dois eventos A e B é dada por

[P(Ae B) = P(AB) x P(B)] (2.4)

Como a probabilidade de ocorréncia conjunta é simétrica,
P(Ae B)=P(BeA)

a relagdo entre probabilidades condicionais entre eventos ndo excludentes pode ser expressa pela formula de
Bayes, °

P(A|B) x P(B)
P(4)
De acordo com as propriedades dos conjuntos, a cada conjunto A de eventos, relativos a um universo de
resultados possiveis, corresponde uma colegdo A (excludente & A) de eventos complementares tal que

P(B|A) =

(2.5)

P(A) + P(A) =1
pois, a condigdo (A ou A) é igual ao Universo de resultados possiveis.

No exemplo dos dois dados, o complemento A é o conjunto de pares, dentre os resultados possiveis, com
soma diferente de 7,

A={(i,4) |i+i#T7}

3 Estabelecida pelo reverendo inglés Thomas Bayes (1702-1761), em Essay towards solving a problem in the doctrine of
chances, publicado postumamente em 1763.
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a probabilidade associada P(A) é dada por

_ 1 5
P@) =1-P(A4)=1-3=1
€
P(AB) = % _ % _ p(B[A)  P(B[C) = 332 _ % P(C[B) =0

Desse modo, se A e B sdo complementares, respectivamente, a A e B, pode-se escrever

P(A) = P(A|B) x P(B) + P(A[B) x P(B)

P(B) = P(B|A) x P(A) + P(B[A) x P(A)

Assim, alternativamente, a férmula de Bayes pode ser expressa como

P(A|B) x P(B
P(B|A) = (AIB) x P(B) (2.6)
P(A|B) x P(B) + P(A|B) x P(B)
Por exemplo, em uma dada cidade, estima-se que uma em mil pessoas estejam infectadas por um virus.
Um exame para a deteccdo do virus tem 95% de eficiéncia e 6% de ineficiéncia. * Qual a probabilidade de
que uma pessoa com resultado positivo esteja realmente infectada?

Como a probabilidade de que uma pessoa qualquer esteja infectada (/) é dada por P(/) = 0,001 (uma

* Enquanto a eficiéncia de um exame ou teste médico & determinada pela fragio de casos (de resultados do teste médico) que
classificam um paciente realmente doente como portador de um virus ou de uma doenga, a ineficiéncia, chamada também de taxa
de resultados falsos-positivos, é fragdo do ntimero de casos que classificam um paciente saudavel como infectado.
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emﬁmil), a probabilidade do complemento P(/), ou seja, de que uma pessoa ndo esteja infectada é dada por
P(I) = 0,999.

A probabilidade (condicional) de ocorrer um resultado positivo (P) quando uma pessoa estd infectada é
dada por P(P,I) = 0,95 (eficiéncia do exame), e a probabilidade de ocorréncia de resultados falsos-positivos
(ineficiéncia do exame), ou seja, a probabilidade de ocorrer um resultado positivo quando a pessoa ndo esta
infectada, é dada por P(P,I) = 0,06.

Assim, de acordo com a férmula de Bayes, a probabilidade de que uma pessoa esteja infectada, se o
resultado for positivo, é dada por

P(P|I) x P(I)
P(P|I) x P(I) + P(P|T) x P(I)
= L _ =B L o016
. P@ID xP@D — 5995 ’
P(P|I) x P(I)

PU|P) =

Esse resultado ndo deve surpreender pois, apesar do resultado positivo do exame, a probabilidade (a prior?)
de que uma pessoa qualquer esteja infectada é muito baixa (uma em mil).

Essa a probabilidade a prior: € muito dificil de ser estimada, pois néo se sabe o ntimero exato de pessoas
infectadas por um virus mas, de qualquer modo, se essa estimativa for muito baixa, a férmula de Bayes indica
que qualquer que seja o resultado do teste a probabilidade de uma pessoa estar infectada também é muito
baixa. Portanto, a aplicacido da férmula de Bayes nesse tipo de teste s é 1til em regime de epidemia de um
determinado virus, quando a probabilidade a prior: de infeccdo for relativamente alta.
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¢ Eventos excludentes

Em geral, nio existe, necessariamente, relagio entre as probabilidades condicionais P(A|B) e P(A|B). No
entanto, para eventos excludentes, como nos casos de testes de confiabilidade na identificacdo de acidentes
(problema do taxi), essas probabilidades estdo relacionadas por

P(A|B) = 1 — P(A|B)

De modo geral, se {B;} é um conjunto de eventos mutuamente excludentes, a férmula de Bayes pode ser
expressa também como

_ P(A|B;) x P(B;)
PIBA) = b8, < P(B;) 27

Ou seja, se {B;} é um conjunto de hipéteses mutuamente excludentes e A & um resultado que pode ser
associado a cada uma das hipoteses, pode-se utilizar a férmula de Bayes para se calcular a probabilidade a
posteriori, P(B;|A), de qualquer uma das hipdteses condicionada & observagdo do resultado A, a partir das
probabilidades a prior: das hipéteses, P(B;), e das probabilidades de ocorréncias de A devido a cada uma
das hipoéteses.

Atualmente, a grande aplicagdo da férmula de Bayes talvez se dé no combate & disseminagdo de spam
pela internet, utilizando os chamados filtros adaptativos bayesianos, propostos pela primeira vez em 1996 por
Jason Rennie e, desde 2002, difundidos pela rede por Paul Graham.

Se a cada palavra suspeita A; contida nas principais partes de um e-mazil (header, sender, subject, body,
...) associa-se uma probabilidade P(A;,|S) de que essa palavra aparega em e-mail do tipo spam, e uma
probabilidade P(A;,|S) de que apareca em e-mail que nfo seja spam, a partir da probabilidade (a priori)
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P(S) de que um e-masl qualquer seja um spam, a férmula de Bayes permite avaliar a probabilidade P(S|A;)
de que um futuro e-mazl que contenha a palavra suspeita A; seja um spam.

P(4;]S) x P(S)
P(44]S) x P(S) + P(A;[S) x P(S)

P(5]4i) =

onde P(S) =1— P(S).

Fazendo-se esse célculo para cada palavra suspeita, se a probabilidade total execer um certo nivel (por
exemplo, 95%), o filtro classifica o e-masil como junk, removendo-o para um junk folder ou apagando-o.

Além de eficiente, esse processo é adaptativo, pois a cada vez que o dono da conta classifica um e-mazl
como junk, aumenta-se a probabilidade condicional P(A4;,|S) de que uma palavra suspeita A; aparega em
e-mazl do tipo spam.

A férmula de Bayes é utilizada também como a principal ferramenta dos chamados métodos estatisticos
bayesianos, que consideram a probabilidade como o grau de crenca associado a um evento.

No exemplo da infecgdo por virus, a probabilidade de que uma pessoa qualquer esteja infectada ndo sendo
estimada a partir de observagdes estatisticas de casos, na concepgdo bayesiana, representa a expectativa de
ocorréncia de infeccdo antes de qualquer teste para detecgdo do virus, ou seja, do grau (subjetivo) de crencga de
que uma certa parcela da populacio esteja infectada. De qualquer modo, se essa estimativa for muito baixa,
a féormula de Bayes indica que qualquer que seja o resultado do teste a probabilidade de uma pessoa estar
infectada também é muito baixa. Portanto, a aplicacdo da férmula de Bayes nesse tipo de teste s6 é itil em
regime de epidemia de um determinado virus, quando a probabilidade a prior: de infeccdo for relativamente
alta.
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2.3. Probabilidades a posteriori

A probabilidade de 1/6, que pode ser a prior: atribuida & ocorréncia de um determinado resultado no
langamento de um dado néo viciado, pode ser obtida, também, a posterior:.
Tabela de distribuigdo de frequéncias (n;) de cada uma das faces (i) de um dado, resultante da simulagio
de N = 120 langamentos,® e o histograma correspondente.

face (i) | freq. (n;) N
1 22 ol
2 16 -
3 22 o
4 22 ;
5 17 i
6 21 101
o
O: . . | . | . . | .

®A simulagio de amostras de eventos ou fenémenos aleatérios é um procedimento usual no estudo desses fendmenos e sera
abordado e esclarecido em tdpicos posteriores.
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A tabela de frequéncias 2.1 mostra, por sua vez, a simulagdo de varias amostras de langamentos de um
dado.

face (Z) n; ni/N Tn; nl/N n; ni/N
1 15 0.1250 | 197 0.1642 | 20108 0.1676
2 23 0.1917 | 206 0.1717 | 19854 0.1655
3 16 0.1333 | 196 0.1633 | 19859 0.1655
4 23 0.1917 | 187 0.1558 | 20149 0.1679
5 20 0.1667 | 202 0.1683 | 20036 0.1670
6 23 0.1917 | 212 0.1767 | 19994 0.1666
N 120 | 120 1200 | 1200 120000 | 120000

Tabela 2.1: Simulagdo de amostras de langamentos de dados.

Desse modo, & medida que o nimero de langamentos aumenta, a frequéncia relativa (f;) de ocorréncia de
uma face 7,
n;

aproxima-se cada vez mais de um ntimero definido entre 0 e 1, nesse caso, igual a 1/6.

Considerando que o ntmero total N de medidas z; de uma grandeza x em um experimento, ou que o
ntimero n; de ocorréncias de um evento sejam “suficientemente grande”, a probabilidade de ocorréncia P(x;)
da medida ou do evento em questdo é definida como o limite da razdo entre a frequéncia de observagdo do
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evento e o nlimero total de eventos observados, ou seja, como o limite da frequéncia relativa,

Pla:) = 11v1g11 fi= 11v1g11 % (2:9)
A concepcdo frequentista ou estatistica de probabilidade a posteriors, introduzida em 1718 por Abraham
De Moivre (1667-1754), na obra The doctrine of chances, foi adotada por John Venn, em 1822, e sistema-
tizada por Richard von Mises (1883-1953), em 1931, e pode ser aplicada mesmo quando o ntmero total de
eventos possiveis seja infinito, bastando que a frequéncia relativa aproxime-se de um limite experimental.
Assim as frequéncias relativas determinam uma distribuigdo de probabilidades associada as ocorréncias de
um determinado evento e, no caso dos langamentos de um dado, em que a probabilidade de ocorréncia de
cada face é a mesma, essa distribuicdo é uniforme (figura 2.1).
Do mesmo modo que o valor médio (Z) de uma colecdo {xz;} de N valores distribuidos segundo um conjunto
de frequéncias {n;} é caracterizado pela média dos valores ponderados pelas respectivas frequéncias relativas

N
B=y (2.10)
=1

o valor médio ou esperado, F(z) = u = (z), associado a uma colegdo {z;} de N valores associados a uma
distribuigdo de probabilidades, P(z;), € dado por

N
E(z)=p=(z) =)z Plx) (2.11)
=1
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Figura 2.1: Distribuigdo de probabilidades para langamentos de dados.
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Analogamente, a disperséo desses valores pode ser caracterizada pela varidncia, E[(z — p)?| = V(z) = 02,

definida por

N
El@-p)?] =V(@) =03 =) (& — (2))* P(x;)

i=1

ou pelo desvio-padrio,

N
0 =\ E[(z — n)?] = (; — (2))* P(z;)
i=1

Do ponto de vista pratico, a variancia pode ser calculada por®

onde

2y _ - 2p(..
(2%) = > _aiP(z:)
=1

é a média dos quadrados dos valores da colegdo {z;}

6

V(z) = E[(z — p)*] = E(z” — 2pap®) = 07 = E(z°) —2u§\@+\ui = (z%) — ()
(@2) B ()2
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Assim, se a probabilidade associada as ocorréncias de cada face de um dado é 1/6, o valor médio ou valor
esperado dos resultados é dada por

6
1 1
ZZE (L+2+3+4+45+6) = =35
=1 21
a média dos quadrados por
6., 1 1
2 2
= Z=(1+4 16 + 2 - =
(z?) Zz s=(1+4+9+16+25+36) -
=1 91
e a variancia, por
91
o?=""—-(352=2917 = o=171

A expressio, satisfeita pela totalidade das possibilidades de ocorréncias dos dados,

iP(mi) =1 (2.16)
=1

a denominada condigdo de normalizagéo, é utilizada como uma equagdo de vinculo que deve ser satisfeita por
fungdo que representa uma distribuigdo de probabilidades associada a uma dada populacdo de dados.

O valor médio e a varidncia dos dados de uma populacio sdo denominados parametros de uma distribuicio
de probabilidades. Por isso, a procura ou determinacio do valor esperado de uma grandeza aleatéria e sua
incerteza denomina-se estimagdo de parametros.
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2.4. Distribuicoes de probabilidades continuas

Para o caso de grandezas cujas variagles sdo hipoteticamente continuas, como as coordenadas (x) de uma
pedra atirada aleatoriamente sobre um canaleta, os dados observados, que sdo as medidas das coordenadas,

podem ser agrupados em intervalos discretos [z, zri1), de amplitudes Az, = 21 — Tp. |

Desse modo,

se ny € a frequéncia das medidas associadas ao intervalo (zy,xr+1), obtém-se o histograma das coordenadas

mostrado na Fig. 2.2.

Assim, a probabilidade de ocorréncia de uma medida da coordenada = em um dado intervalo [xy,xp11) €
dada pela raz8o entre a area ny - Az, da parte do histograma correspondente ao intervalo dado e a area total

N
(Z n; - Ax; = A> do histograma, ou seja,
i=1

ng - Ax n
P(xk§x<xk+1)zuz—k-Aazk

N A
i=1
0 que implica

N
> Plag <o <app)=1
k=1

onde NV é o namero total de medidas.

" Em geral, mas nio necessariamente, esses intervalos possuem a mesma amplitude.
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Figura 2.2: Histograma (hipotético) das coordenadas (x) de uma pedra e a distribui¢do de frequéncia limite.
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A representagéo grafica dos termos p(xp) = ny/A associados aos intervalos [z, z;11) é denominada dis-
tribuicdo normalizada de frequéncia.

No limite de um grande ntimero de observagdes (/N > 1), os intervalos [z, 1) ou classes de frequéncia
podem ser tais que a amplitude Ax; de cada classe seja td0 pequena quanto se queira. Nessas condigdes, os
termos limites
25

. Pz <z < xp41) .
= |l = |l — =1,2.3,...... N
p(@)lay, = \lim, Auy ) 7= LS,

definem uma distribuigdo continua normalizada de frequéncias relativas por unidade de medida da coordenada
r, denominada fun¢io densidade de probabilidade ou pdf,® p(z), para os possiveis resultados continuos
de x, tal que a probabilidade associada & medida de x entre dois valores a € b é dada por

Pla<z<b) = /b p(x)dx (2.17)

e a chamada condicdo de normalizagdo da distribuigdo por

/ T (@) de = 1 (2.18)

min

onde T, € Tm.x 530, respectivamente, o minimo e o méaximo valores possiveis para a medida de x, que
delimitam o dominio D = (Z s, Tmax) de valores possiveis para as ocorréncias de z.

8 Acrénimo do inglés probability density function.
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Assim, para variaveis continuas, como as coordenadas ou momenta de uma particula, ou os intervalos de
tempo de vida de uma particula instavel, ou as massas ou alturas dos alunos de uma turma, ndo se pode
atribuir uma medida de probabilidade como no caso de variaveis discretas, pois a soma de uma quantidade
ndo enumerdvel de niimeros positivos ndo pode satisfazer a condigdo de normalizagéo.

Em vez de se atribuir, como no caso discreto, probabilidades aos valores de uma variavel continua, associa-
se probabilidades a intervalos de valores da varidvel continua, a partir de uma fungdo densidade de probabi-
lidade, analoga & funcdo densidade de massa de um corpo rigido.

Nesse sentido, a densidade de probabilidade é analoga a densidade de massa de uma barra de massa

unitaria, para qual / p(z)dz = 1, e, portanto, o valor médio F(x) = u = (z) de uma variavel z, associada a

D
uma densidade de probabilidade p(z), em um dominio D, dada por

Ex)=p=(z) = /Dxp(x) dx (2.19)

equivale ao centro de massa de uma barra de massa unitaria distribuida de acordo com a fungdo densidade

p(z).
Assim, o desvio-padrédo é dado por

B[z — 1]os = V@) — @] (2:20)

Além de estar associada a distribuig8o de valores da varidvel x, a densidade de probabilidade p(z) determina
também a expectativa de ocorréncia dos valores de qualquer outra fungdo f(z). Por exemplo, se x € D =
(0, 00) representa as possiveis medidas para o raio de um circulo, os possiveis valores para a area f(z) = w2
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estardo associadas & mesma distribuicdo de probabilidade p(x), de modo que o valor médio (f) serd dado por

(1) = [ f@ @ (221)
e a respectiva variancia (o) por
[aF = () = (7] (2.22)
Para uma pdf p(z) definida no dominio (—o0, o0), a fungéo
t
F(t) = P(o < t) = / o(z) dz (2.23)

que indica a probabilidade associada a medida de x para valores menores que ¢ é denominada funcao de
distribuicdo acumulada (fd).
Algumas das propriedades da funcio de distribuigéo sdo:

> Ple>t)=1-—P(x<t)=1-F(t)

> F(—t) = /_t () oy = /_OO () @
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> P(lz| <t)=P(—t <z <t)=F(t)— F(~t) = 2F(t) — 1

As distribuicdes de probabilidades utilizadas nos experimentos de Fisica deveriam ser determinadas a pos-
teriort, uma vez que a evolucdo dos fendmenos e o proprio processo de medigdo sdo aleatdrios. No entanto,
a definicdo a prior: de probabilidade é também amplamente usada na fundamentacdo de estudos tedricos,
nos quais sdo utilizados conceitos probabilisticos, como no desenvolvimento da Mecénica Estatistica (Boltz-
mann,Gibbs, Pathria). Nesses casos, distribuigdes de probabilidades especiais (Maxwell-Boltzmann, Planck,
Fermi-Dirac e Bose-Einstein), adequadas a descrigdo de sistemas de muitas particulas quase-independentes,
sdo deduzidas e mostram-se compativeis com os comportamentos experimentais observados em diversos siste-
mas como os gases moleculares a baixa pressdo, os elétrons em metais e semicondutores e, ainda, em diversos
fenémenos, como a variagdo do calor especifico dos sélidos a baixas temperaturas e a radiacdo de corpo negro.

Uma abordagem mais geral da Mecanica Estatistica, iniciada pelo fisico austriaco Ludwig Boltzmann
(1844-1906), em 1877, e sintetizada pelo fisico norte-americano Josiah Willard Gibbs (1839-1903), em 1901,
ao utilizar, também, o conceito a prior: de probabilidade, permite o estabelecimento de distribuicdes de pro-
babilidades gerais (microcanénica, candnica e gran-candnica) ndo associadas apenas a gases, pois sdo expressas
em termos de varidveis dindmicas que caracterizam qualquer sistema de particulas. Nesse caso, para cada
classe de problema, a partir das formas gerais dessas distribuigdes, é possivel a obtencdo de uma distribuigéo
de probabilidades especifica.

Até o primeiro quarto do século XX, a utilizagdo na Fisica do conceito a prior: de probabilidade, estava
associada apenas a impossibilidade pratica da caracterizacdo simultdnea do estado de todas as particulas de
um sistema com um grande ntimero de graus de liberdade. Ou seja, o problema resultava da complexidade
dos sistemas observados. Com o surgimento da teoria da Mecanica Quéantica, que utiliza também um conceito
a prior: de probabilidade, a aleatoriedade passa a ser uma caracteristica intrinseca da evolugéo de qualquer
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fenémeno ou sistema, mesmos aqueles com poucos graus de liberdade.

2.5. Os axiomas de Kolmogorov

A concepgdo frequentista, apesar de mais préxima a intuigfo fisica e estatistica do que a concepgéo de
Laplace, sempre foi rejeitada por muitos fisicos e matematicos.

A simulag8o de 1000 langamentos de uma moeda (Fig. 2.3) mostra que o limite experimental da frequéncia
relativa de ocorréncias de caras ndo é uma operacio matematicamente bem definida.

O conceito de probabilidade foi apropriadamente axiomatizado logo apés o primeiro quarto do século XX,
em 1933, pelo matematico russo Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), ao estabelecer que qualquer
conjunto discreto de ntimeros ndo-negativos {P;}, que esteja associado a uma colegdo discreta de elementos
S = {1, 9, 23,...}, como os possiveis valores para as medidas de uma grandeza, tal que

Z P(x;) =1 (condigdo de normalizagéo)
i

e, para elementos distintos, °

| P(z;ouz;) =P, + Pj| (zi # x;)

é denominado um conjunto de probabilidades {P;}, associado & colegéo S.

® Na linguagem estatistica, eventos mutuamente excludentes.
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Figura 2.3: Frequéncia relativa do niimero de caras em termos do nimero de langamentos.
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Ou seja, do ponto de vista axioméatico, ndo é necessédrio atribuir nenhum significado ao conceito de pro-
babilidade, como a expectativa ou a crenga na ocorréncia de um evento; basta que se associe aos possiveis
resultados independentes de um experimento, como as medidas de uma grandeza, um niimero positivo menor
que a unidade, cuja adigdo sobre todos os possiveis eventos (igual & unidade), expressa a certeza em se obter
um dos possiveis resultados (condigdo de normalizagdo).

Nesse sentido, tanto a concepgéo classica a prior: de Laplace (expectativa de ocorréncia), como a concepgéo
frequentista a posterior: de von Mises satisfazem aos chamados axiomas de Kolmogorov para probabilidades
discretas.

Durante a primeira metade do século XX, o ponto de vista frequentista foi adotado de forma quase
unanime pelos principais estatisticos e matematicos como Venn, von Mises, Reichenback, Gosset, Neyman,
Fisher, Pearson, Cramér e Borel.

A concepgio de Laplace teve dois desdobramentos:

> o defendido pela escola da légica matematica, como Keynes, Jeffreys e Carnap, considerando a proba-
bilidade como uma relacdo légica entre duas proposigdes — a evidéncia e a hipétese — que determina o
grau de implicagdo da hip6tese pela evidéncia,

> o defendido por Ramsey, de Finetti e Savage — subjetivo — considerando a probabilidade como uma
avaliagdo do grau de credibilidade que uma pessoa atribui a uma dada hipdtese, na posse de uma
evidéncia.

A Bstatistica Classica, em geral, utiliza o conceito frequentista a posterior: de probabilidade, e suas
inferéncias sdo obtidas unicamente por amostragem, a partir dos dados experimentais.
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Por outro lado, a chamada Estatistica Bayesiana utiliza o conceito subjetivo a prior: de probabilidade
para caracterizar certas hipoteses e, a partir da férmula de Bayes, os dados amostrais sdo ponderados.

De qualquer modo, a componente amostral ou experimental é comum a ambos os métodos estatisticos: os
classicos e os bayesianos.
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2.6. Distribuicoes limites de frequéncias

A tabela de frequéncias a seguir (Tab. 2.2), apresenta as idades dos 72 calouros que ingressaram no curso
de Fisica da UERJ, no segundo semestre de 2001, com idades entre 17 e 37 anos distribuidas em 21 intervalos
de 1 ano, representadas também no histograma da Fig. 2.4.

onde n; € o nimero de alunos (frequéncia) que tém idades no intervalo [z;, z;1+1), tal que z; = 17, x;41 = z;+1
m

e an =N (m=21e N =72). Assim, a média de idades é igual 21,33.
i=1

Desse modo, ao se escolher casualmente algum aluno da turma, a probabilidade (p;) de que a idade desse

aluno esteja no intervalo [z;,z;;+1) é dada por

n;

N

uma vez que dentre os /V alunos apenas n; deles tém idades entre x; e x;1. Ou seja, a probabilidade, nesse

bi =

m

caso, é igual a frequéncia relativa de idades no intervalo [x;, z;11), pois, de acordo com a relagdo E n; =N,
i=1

esses nimeros satisfazem a condigdo de normalizacdo,

m m .
=1 =1

Essa relagdo expressa simplesmente a certeza de que a idade de um aluno casualmente escolhido esteja no
intervalo [17,37].1°

10Esse intervalo, ou seja, o colegdo de idades entre 17 e 37 anos é a populagio das idades dos alunos da turma.
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idade (z; - anos) | n;
17 — 18 2
18 — 19 9
19 — 20 15
20 — 21 14
21 — 22 12
22 — 23 5
23 — 24 2
24 — 25 2
26 — 26 5
26 — 27 1
27 — 28 1
28 — 29 0
29 — 30 0
30 — 31 0
31 — 32 0
32 — 33 0
33 — 34 1
34 — 35 1
35 — 36 0
36 — 37 0
37 — 38 2

Tabela 2.2: Distribuigdo de frequéncias de idades de uma turma de 72 alunos.
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[ Distribuicao de frequencia das idades | hi

Entries 72
Mean 21.33
RMS 4.041

14

12

10

18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38

Figura 2.4: Histograma da Tab. 2.2.
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De modo anéalogo, a probabilidade de que a idade () de um aluno escolhido pertenga a um dos intervalos
distintos [x;, zi+1) € [z, 2;4+1) € dada por
n; +n;
N
uma vez que dentre as /V idades possiveis apenas (n; + n;) pertencem aos intervalos [x;, zi+1) € [z, Tj41).
Se, apos o sorteio do primeiro aluno, sorteia-se um segundo aluno, sem excluir a possibilidade de escolhé-

lo novamente, a probabilidade de que a idade do primeiro sorteado (z'!) pertenga ao intervalo [T, T41), € a
idade do segundo (22) ao intervalo [xy, 7). 1) é dada por

p{ff € [zi,Tit1) ou T € [%afﬁjﬂ)} = = pi +Dj

P{l’l € [z, wiq1) e 2 € [mkvxk—l—l)} =p(z; e 2}) = pi- P

uma vez que para cada uma das n; idades no intervalo [z;, x;11) correspondem ny, idades no intervalo [z, Tx11),
e que existem /N idades possiveis para a primeira escolha e para cada uma delas N possiveis escolhas para a

segunda, ou seja,
g - Ng

N-N

Ao se observar as idades (z) de um nimero cada vez maior de alunos (/N > 1), como, por exemplo, as idades

de todos os alunos de uma Universidade, ou de todas as Universidades de uma grande cidade ou de um pais,

os intervalos de cada classe de idade podem ser diminuidos até que a distribuigdo de frequéncias limite, n(z),
seja proporcional a uma distribuicdo continua de probabilidades, a pdf p(z), no intervalo (a = 17,b = 37),

= Di Pk
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onde os limites de integragdo delimitam o dominio (D) de valores possiveis para as ocorréncias de z, € a
probabilidade de ocorréncia de valores de = entre a e b € dada por ‘!

Pla<xz<b) = /b p(x)dx (2.24)

Assim, qualquer distribuigdo de frequéncias devidamente normalizada representa uma distribuigido de
probabilidades para os possiveis valores da varidvel envolvida.

1Nem todas as distribuigdes limites sdo continuas. Distribui¢des limites continuas derivam do fato de a variavel observada
estar associada a um dominio continuo de valores. No caso do langamento de dados ou de moedas, a distribuigdo limite também
é discreta (Fig. 2.1).
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2.7. A lei dos grandes niimeros

Ao se escolher aleatoriamente idades de M alunos, por exemplo, uma amostra & com 16 alunos (M = 16),
ndo excluindo as idades observadas previamente, a média da amostra k (7)) das idades é dada por

M
_ 75y P
= — média amostral 2.25
=35 ( ) (2.25)
Em geral, essa média amostral ou experimental 7 (Fig. 2.5), sera diferente da média esperada (x), ou
seja,

T), = 19,88 # (z) = 21,33

No entanto, no limite de um ntimero muito grande de amostras (N — oc), a média das médias amostrais se
aproxima da média esperada (x) das idades da turma (Fig. 2.6), isto é,

1 N
lim — g T — (T 2.26
N—oo N k= (@) ( )
k=1
Desse modo, a lei dos grandes nimeros mostra que a média amostral, segundo o critério de Fisher (Cap. 77),
é um estimador consistente e ndo tendencioso para o valor esperado de qualquer variavel aleatéria associada
a uma distribuicdo de probabilidades, ndo necessariamente gaussiana.
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h3
Entries 16
Mean 19.88
RMS 1.932

Distribuicao de frequencia das idades em uma das amostras

18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38

Figura 2.5: Distribuigdo de idades de uma amostra (simulada) de 16 idades da Tab. 2.2.
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[ Distribuicao das medias amostrais h2
Entries 1000

Mean 21.33
RMS 0.9888
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Figura 2.6: Distribuicao das médias de 1000 amostras de 16 idades da Tab. 2.2.
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2.8. A distribuicao uniforme

Além da simulacio direta de fenémenos simples, como o lancamento de dados ou de sorteio de ntimeros, os
dois principais resultados da teoria de probabilidades — a lei dos grandes niimeros e o teorema do limite central
— podem ser obtidos a partir de simulacdes que utilizam um gerador de ntimeros aleatérios uniformemente
distribuidos em um dado intervalo.'?

A distribuigdo uniforme (Fig. 2.7), em um intervalo (a, b), de uma variavel aleatéria continua x no intervalo
(—00,00), é definida por

0 r<a
1
p(x|a,b) = a<x<b (2.27)
b—a
0 r>b

Assim, a probabilidade associada a qualquer intervalo («, 3), de mesma amplitude § — a = J, é constante,

ou seja,
1)

12Métodos baseados nesse procedimento sio denominados métodos de simulagio a Monte Carlo.
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U(b-a) +

Figura 2.7: Distribuigdo uniforme de ntmeros aleatérios, em um intervalo (a, b).




Os principais pardmetros de uma distribuicdo uniforme sao:

b
1
E(z) = (z) = b a/ x dx = i(a +b) (valor esperado)

Vi)=cd=: ! . /ab o~ (@)] dz = %(b _a) (varitncia)

As Fig. 2.8 e 2.9 mostram a distribuicdo de nimeros e a correlagdo entre os sucessivos ntimeros aleatorios
obtidos a partir do programa gerador de ntimeros aleatérios utilizado pelo pacote de andlise de dados do
CERN, o ROOT (verséo 5).
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[ Numeros uniformemente distribuidos | hi
Entries 10000

240 Mean 0.5019
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Figura 2.8: Distribuigdo uniforme de 10000 nimeros aleatérios no intervalo (0, 1), com o gerador do ROOT.
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Figura 2.9: Correlagdo dos 10000 numeros aleatérios gerados com o ROOT, no intervalo (0,1).
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2.9. A distribuicao binomial

A mais utilizada distribuicdo limite de probabilidade é a chamada distribui¢do normal, ou distribuicdo de
Gauss (de Moivré - 1733 e Gauss - 1809), por representar a distribuigdo de frequéncia limite das medidas
diretas de uma grandeza fisica, quando o processo de medicdo estd sujeito a varias pequenas parcelas de
incertezas.

OQutras distribuicdes associadas a fendmenos aleatédrios de baixa expectativa de ocorréncia, como a dis-
tribuigdo de Poisson (1837), ou a situagdes dicotomizadas, como a distribuicdo binomial (Bernoulli - 1713),
podem ser estabelecidas, e possibilitam também a dedugio de varios resultados estatisticos.

Essas distribuicdes estdo relacionadas entre si, e podem ser obtidas como casos limites da distribuicdo
binomial, a qual pode ser estabelecida e utilizada sempre que o resultado de um experimento esta associado a
repeticdo de eventos que podem ser expressos por uma dicotomia, ou seja, no estudo de processos, denominados
provas de Bernoulli, nos quais pode-se dizer que ha apenas duas possibilidades excludentes de ocorréncia
ou realizagdo de uma determinada condigdo.

Por exemplo, o problema do céalculo das probabilidades de ocorréncia de cada uma das seis faces de um
dado apés N langamentos pode ser dicotomizado observando-se que a probabilidade (p) de ocorréncia de uma
determinada face é 1/6, e das outras restantes 1 — p = 5/6. Nesse caso, a probabilidade de m ocorréncias de

uma dada face é dada por
N!

m:mpm(l—p

O protoétipo de um experimento dicotomizado é o langamento de uma moeda, no qual apenas dois resul-
tados sdo possiveis (cara ou coroa), € a probabilidade de sucesso de qualquer um dos resultados é 1/2.

)N—m
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Seja A um acontecimento esperado, A o seu complemento, P(A) = a a probabilidade de ocorréncia de A
em cada tentativa e P(A) = b a probabilidade complementar de ocorréncia de A em cada tentativa, tal que:

P(A)+P(A)=a+b=1

A probabilidade P'(A) de m ocorréncias de A em n tentativas, pode ser expressa por:

Pr(a) = Cpa™(1 —a)"™)
onde a™(1 — a)"~™ & a probabilidade de m ocorréncias de A e (n —m) ocorréncias de A em n tentativas se
houvesse apenas uma configuragdo possivel e C7, é a multiplicidade de cada configuragéo.
Utilizando-se do exemplo da moeda, onde A é a ocorréncia de cara e B = A a ocorréncia de coroa, pode-se
notar, pela tabela 2.3, que a multiplicidade de cada configuracio é dada pela férmula de combinagéo:

n!

Cr, =

m

m! (n —m)!
Nesse caso, P representa a probabildade de ocorréncia de m caras em n langamentos de uma moeda.
A férmula do binémio de Newton,

(a+0b)" ch ampm

e a relacdo a + b = 1 permitem a verificagdo da condlgao de normalizacdo,

> Pra)=1
m=0
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ocorréncias (m)

configuragdes

multiplicidade (C*)

4

AAAA

1

AAAB
AABA
ABAA
BAAA

AABB
ABAB
BAAB
ABBA
BABA
BBAA

ABBB
B ABB
BBAB
BBBA

0

BBBB

1

Tabela 2.3: Quadro de ocorréncias (m) de caras (A) em n = 4 langamentos de uma moeda.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA

TELA CHEIA

PAic. 55

GLTIMA

SAIR



Os pardmetros caracteristicos (média e varidncia) associados & distribuigdo binomial podem ser deduzidos

a partir da definigdo da chamada fungao geratriz,

o) = (at +b)" — (1) =1

Assim,
n

¢(t) — Z C%ambn—m £m

m=0 P'"
e, "
d¢ . ngm—1 n—1
- = Z mP"t = na(at + b)
m=1

t =1, implica

Z mP} = (m) = pu =na (média)
m=0

derivando mais uma vez,

d? =

Tf = Z m(m — 1) Pm 2
n m=2

= (m2PL — mPR)tm?

t =1, implica
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n n
Z m2P" — Z mP" =n(n —1)a?
m=0

: m=0>
(m?) (m)=na

(m?) = n(n —1)a® +na
logo, a variancia serd dada por:

ou seja, |02, = na(l —a) (varidncia)

Observando-se algumas representacdes graficas para a distribui¢do binomial (figuras 2.10,2.11,2.12), pode-
se notar que se o niimero de tentativas e o niimero de sucessos forem relativamente grandes, em quaisquer
dos casos a distribuigdo resultante apresenta um méaximo acentuado em torno de seu valor médio (limite de
Gauss — figuras 2.10b e 2.11b). Entretanto, se o niimero de tentativas for grande mas o niimero de sucessos
muito pequeno, a distribuicdo resultante é praticamente exponencial (limite de Poisson - figura 2.12).

Genericamente, qualquer processo que possui uma varidvel que obedece a uma distribuigdo binomial, ou
seja, que resulte da repeticdo de Provas de Bernoulli, é denominado um Processo de Bernoulli e é representado
por

B(m,n|p)
onde n é o ntumero total de Provas de Bernoulli, m o nimero de sucessos de um evento e p a probabilidade
desse evento, também denominada de pardmetro da distribuicdo binomial.
Um problema inverso, de inferéncia estatistica, que surge associado a distribuicdo binomial é quando apesar
de se saber que um processo é constituido por Provas de Bernoulli, ndo se sabe a prior: a probabilidade p de
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Figura 2.10: Distribui¢Ses de probabilidades de ocorréncias de caras para, (a) n = 10 e (b) n = 100, lancamentos de
uma moeda (a = 0.5).
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Figura 2.11: Distribuicdes de probabilidades de ocorréncias do nimero 1, para, (a) n = 10 e (b) n = 100, langamentos
de um dado (a = 1/6).
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Figura 2.12: Distribuigdo binomial para a = 0.01 e n = 100.




cada Prova.

Por exemplo, ao se langar cinco CD’s (compact discs) ** ao alto 100 vezes e observar o niimero de vezes
que a estampa do disco voltou-se para cima, obteve-se a seguinte tabela de freqgiiéncias,

m | 0|1 ]2 |3 ]4]E5
Sfm| 2] 14] 20| 34| 22 8

onde m é o nimero de possiveis éxitos (estampa para cima) em cada langamento e f,, a freqiiéncia associada.
Nesse caso, a probabilidade p de sucesso, apesar de préxima de 0.5, ndo é conhecida. Entretanto, desde
que n = 5, a média tedrica seria igual a © = 5p.
Uma vez que a média observada foi de

5
284

Igualando-se ambas as quantidades (5p = ), a probabilidade de sucesso em cada langamento de um CD é
estimada em p = 0.568.

A determinagdo do pardmetro p de uma distribui¢do binomial que os dados, por hipdtese, devem obedecer,
é equivalente ao ajuste da funcdo de distribuicdo B(m,n|p) a distribuigdo de dados.

A figura 2.13 mostra a comparagdo da distribuigdo dos dados com a distribuigdo binomial, de pardmetro
p = 0.568, ajustada.

13],angar uma vez cinco CD’s ou langar um CD cinco vezes, assim com langar uma moeda n vezes ou n moedas uma vez, sio
chamados eventos equivalentes, ou seja, estio associados a mesma probailidade de ocorréncia.
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Figura 2.13: Comparagdo de uma distribuigdo de dados cuja média é 2.84 com uma uma distribuigdo binomial
(pontilhada) de mesma média e p = 0.568.
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De imediato, pode-se perguntar se apenas uma comparagdo visual é suficiente para garantir que houve
um bom acordo entre os dados e a distribuicdo binomial, ou seja, a hipétese de que os dados sdo distribuidos
binomialmente é razoavel?

Um dos objetivos desse ensaio é o de proporcionar ao leitor os instrumentos necessarios de avaliacio de
uma hipoétese, como a do ajuste de uma distribuigdo de freqiiéncias ou probabilidades a uma colecdo de dados,
ou seja, estabelecer critérios que proporcionem a definicio de um nivel de significancia '* para esse tipo de
ajuste.

O bom acordo entre essas distribuicdes é chamado na Estatistica de aderéncia. Assim, o processo de
verificagdo de um determinado nivel de significAncia previamente escolhido, para julgar a aderéncia entre
duas distribuigdes, é denominado teste de aderéncia.

2.10. A distribuicao de Poisson

A distribuigdo de Poisson pode ser deduzida como um extremo ou aproximagdo de uma distribui¢do binomial
B(m,n|a) no caso em que o numero de eventos esperados € muito menor que o nimero total de eventos
possiveis. Ou seja, sea < 1, m < nen > 1, a multiplicidade pode ser aproximada por
~n ~n
—N— ——
nn—1)...(n—m+1) n™

m! m!

4Um nivel de significancia é a probabilidade de ocorréncia de eventos que contrariam uma dada hipétese.
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e, o fator de probabilidade por

~n

—~
ampt T M o am(l _ a)n ~ am[(l _ a)l/a]u ~ aMe M
———
1/e

Assim, ap6s a combinacdo dos fatores a distribuigdo de Poisson serd dada por

TTY

Pr(p) = %e_u

Uma caracteristica fundamental da distribuicido de Poisson é que ela sé depende de um pardmetro, a média
(1), pois a varidncia pode ser expressa também, desde que a < 1 = b=~ 1, por

O, =Na = U

Uma das razdes de seu amplo uso é que existem varias situagOes nas quais os valores de n e a néo sdo bem
definidos mas a média pode ser facilmente determinada.

De um ponto de vista mais amplo, qualquer fenémeno que envolve um grande ntimero de processos
idénticos com probabilidades pequenas, segue uma distribuicdo de Poisson. Por esse motivo, a distribuicdo
de Poisson é chamada férmula de probabilidades de eventos raros. Assim, em populagdes constituidas por
um naimero muito grande de sistemas idénticos, se esta é a tinica informacdo, a distribuigdo de Poisson pode
ser utilizada na extragdo de estimativas. Por exemplo, o decaimento de nficleos e particulas, ou a contagem
de insetos, bactérias e virus, ou a de particulas geradas em uma colisdo, em intervalos de energia, momentum
ou tempo, sdo caracterizados como processos de Poisson e representados, genericamente, por [P(m|u)
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A figura 2.14 mostra varias representacdes gréficas de distribuigdes de Poisson, onde pode-se observar que
para p > 5 as distribui¢Ses apresentam um maximo em torno de seus valores médios (limite de Gauss).

2.11. A distribuicao de Gauss

Foi estabelecida, inicialmente, por de Moivré como um limite da distribuicdo binomial, e por Gauss (1809) e
Laplace na analise de erros de medidas.'®

Como limite de uma distribui¢do binomial B(m,nl|a) ela pode ser obtida quando o nimero médio de
ocorréncias de um processo for muito grande, independentemente de sua probabilidade de ocorréncia, ou seja,
n, m — oo.

Considerando-se m = x como uma variavel continua, a probabilidade P (a) é substituida por uma distri-
buicdo de probabilidades, p(z), que pode ser expressa por,

n!
= $bn—$
pz) x!(n — :):)!a
ondeb=1-—a.

Tomando-se o logaritmo de p(z), resulta
Inn!—Inz! —In(n —z)! +xlna+ (n —z)Inb
Utilizando-se a aproximagdo de Stirling (x — o0),

dln z!
T

~Inz

Inz!~zxzlnz e

5% conhecida na Estatistica como distribuigio Normal.
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a derivada de In p(z),

|
M:—]nx+ln(n—$)!+lna—lnb
dz
n—xra
:1n< )
mostra que, z b
dnp@)| _,  elm-a)| _,
dx P bx z

a média p determina um valor maximo para a distribuicdo de probabilidade p(x).
Expandindo-se o logaritmo de p(z) em torno da média,

1 d?linp

2
Inp(z) =np(u) + 5 — 3 H(x—u)
e, desde que,
d2lnp_ r 1 n
dr2 ~ z n-z2  z(n—x)
¢,
d%lnp _ n 11
dx? u_ na(n—na)  nab 02
——
n(l —a)
——
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a distribuigio de probabilidade de ocorréncia de um valor x pode ser expressa por

(z — p)®

202

T

pzln,02) = p(u)
O valor méximo p(u) pode ser determinado pela condigdo de normalizagdo °, com os limites estendidos

de —oo a oo,
/ p(z)dr =1 = p(u) UI\@/ e~ du
—0oo —00
N

o 2
ntegrais do tipo I = / e YT dx

—o0

podem ser calculadas como:

2 _ < _ax® < _—ay?
I’ = e dx e dy

= /00 /00 6_06(Jc2 +9°) dz dy
rz=—00 Jy=—00

{ x =rcosf

Definido-se as coordenadas polares

y =rsinf
a integral // fz,y) dz dy
R
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onde, z—p de
U= = du=

Assim, oxV2 1 oxV2
p(p) = m

de modo que a distribuicdo normalizada de Gauss é dada por

pode ser transformada em

//f (r,0), 7“9)]' m’y)’drdé?

P

27 ) 2
= / / e " dr de
0 0

oo 2
= 27r/ e~ dr (u=r°)
0

oo
—au ™
= e du = —
0 «

I =

Assim,

Q1=
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2
pa(z|p, 07) = e
T o\ 21
A distribuicdo de Gauss associada a uma variavel aleatéria « depende de 2 pardmetros (média e varidncia)
e, usualmente, é representada também por

Em relagdo a variavel reduzida adimensional

A= ﬂ, obtém-se a chamada distribuicao normal padrao,

x
cuja varidvel aleatoéria associada 2z tem valor médio nulo e desvio padrdo unitario.
A distribuigdo de Gauss é uma densidade de probabilidade (fdp) e, as probabilidades de ocorréncias dos
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valores da variavel reduzida z, no intervalo (—oo,t), ou seja, os valores de sua fd ®(¢)'7, dadas por

22

Po(z < ) = ®(t) = \/12?/t ¢ 2 d

sdo encontradas em diversas tabelas, uma vez que essa integral ndo é imediata.

Utilizando-se as aproximagdes, para grandes nimeros, para as distribui¢ées binomial,
1 (m — na)?

pPn (a) — 1 675 na(l - a)

" 2mna(l — a)

1"Por convengio a fungio de distribuigio acumulada (fd) de uma distribuigio normal padrido é representada por ®(t).
Algumas de suas propriedades sdo:

T Gl D
o Pu(x<t) :F(t):ﬁ/_ooe 202 dx

2
(t-w)fo _Z_ _
= L/ e 2 dz2=9 (u)
V2T J oo o
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e de Poisson,

Pulp) = o= 2 K
V2mp
pode-se comparé-las com as gaussianas de mesma média e desvio padrdo (figura 2.15).

Apesar de deduzida a partir de um limite da distribuicdo binomial, essa é apenas uma das intimeras
situagdes em que a distribuicdo gaussiana pode ocorrer. Gauss e Laplace foram levados & mesma por uma
linha de raciocinio diferente, na investigagdo da lei de distribuicdo que os erros ou desvios em uma medigdo
devem obedecer de modo que a média aritmética das medidas seja o valor mais provavel para o valor de
referéncia de uma grandeza medida.

A tendéncia das distribui¢ées amostrais de alguns pardmetros & distribuicio gaussiana, quando sdo conside-
radas grandes amostras,'® ou seja, que a média e alguns parametros tendem, usualmente, a serem distribuidos
gaussianamente, quer os dados originais sejam ou n&o, fez com que a distribui¢do gaussiana, no inicio das
aplicagOes estatisticas, fosse amplamente utilizada nos mais diversos campos de estudos e situagoes.

Assim adquiriu-se um sentimento de que ela seria o ideal para o qual todas as demais distribui¢des deveriam
aproximar-se. Dai a origem do cognome normal. Entretanto, ao final do século XIX e no inicio do século
XX, principalmente, com os trabalhos de Pearson e Fisher, foi se constatando que a ocorréncia de uma curva
normal em muitos casos, longe de ser esperada, é que seria uma situagdo abnormal.

18Esse fato é justificado pelo chamado Teorema do Limite Central, que estabelece que se os desvios de uma variavel aleatéria,
como os erros na medigdo de uma grandeza, decorrem de uma soma de um grande nimero de desvios elementares independentes,
eles sfo distribuidos normalmente (apéndice 5.6). Por exemplo, uma quantidade que decorre de efeitos acumulativos de variaveis
aleatérias independentes, ou seja, que é distribuida de forma aproximadamente normal é a altura das pessoas de um grupo.
Entretanto, o peso das pessoas de um grupo ndo obedece a uma distribuigdo normal.
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Figura 2.15: Comparagao das distribui¢ées binomial e de Poisson com gaussianas de mesma média e desvio padréo.
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Mesmo na teoria dos erros a crenga na validade da distribuicio gaussiana, segundo Poincaré em seu Calcul
des Probabilités é que: “Todos acreditam na letr dos erros, o erperimentador porgue pensa que € uma
ler matemdtica e, 0 matemdtico porque pensa que € um fato experimental.”

E interessante notar que, segundo F. N. David '°, o registro mais antigo sobre um estudo de uma distri-
buigdo amostral deve-se a Galileu (1623).

O caso abordado por ele foi 0 da distribui¢do da média em um grande niimero /N de langamentos simulté-
neos de 3 dados. Ampliando-se o estudo para lancamentos de 1, 2, 3 e 6 dados pode-se observar (figura 2.16)
a evolucdo do comportamento da média, ou seja, a tendéncia de distribuir-se normalmente a medida que o
nimero de dados aumenta, o que, em esséncia, constitui o o Teorema do Limite Central.

e Tamanho de amostras

O processo de amostragem, isto &, de selecio de amostras com distribuigbes semelhantes a distribuicdo
parental pode ser praticamente impossivel, se a distribuigdo parental for totalmente desconhecida. No caso de
estimativas de valores esperados de uma grandeza, a partir da média de uma colecdo de medidas, uma vez que
a tanto a distribuigdo amostral quanto a parental sdo gaussianas, o problema da amostragem é simplificado
pela determinacdo apenas do tamanho da amostra necessaria para a estimativa.

Assim, se uma distribuicio parental gaussiana, associada a uma grandeza z, tem valor esperado p e desvio
padrdo o,, a probabilidade de que uma estimativa (média) z,, calculada a partir de uma amostra de tamanho
n, difira de p, no minimo de um valor §, seja menor ou igual a um valor previamente escolhido a é expressa

YBm Dicing and Gaming (on the History of Probability), Biometrika, V42 (1955) [?]
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Figura 2.16: Distribuigdes da média no lancamento simultaneo de (a) 1 dado, (b) 2 dados, (c) 3 dados e (d) 6 dados
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por
P(|z, —p|>90)<a

E, a partir da condicdo
a =P(Tn—p20)+P(=Zn+p=>0)

=P(Zp > p+08) + P(Zn < pp—90)
=1— P, < p+06) + P(zp < i —6)

— 1= B(3/os/R) + B(=6 /00 /)
~—_———
1-®(6/0z/n)

=22 (%0

ou seja,
(251
Og 2
determina-se um valor z, tal que
@@@_1—3
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e, 0 tamanho n minimo da amostra serd dado por

(%)
n =
0
Por exemplo, segundo um fabricante, o fator de amplificacdo de um tipo de foto-multiplicadoras distribui-
se com desvio padrdo igual a 10% de seu valor nominal A (o = 0.1A4). Para estimar-se o ntimero de tubos

necessarios a realizacdo de um teste de qualidade no qual a probabilidade de que o fator de amplificagdo médio
difira de seu valor nominal, por mais de 6% (6 = 0.06A), seja menor que 0.05 (a), desde que z, é dado por

o nimero n de tubos necessarios é dado por

0.1x1.96

0.06 =15.3 =— n = 16 tubos

n
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2.12. Exercicios

2.12.1)

2.12.2)

2.12.3)

2.12.4)

Em uma Universidade, 60% dos estudantes matriculados em seus cursos sdo homens. Dentre eles, 45%
sdo de cursos da area tecnoldgica, enquanto somente 15% das alunas sdo dessa area.

Determine a probabilidade de que uma aluna seja sorteada em um lote de fichas de estudantes dos cursos
da &rea tecnologica.

Em uma certa noite, um taxi atropelou uma pessoa e fugiu. Apenas dois tipos de taxis operam na
cidade, 15% sdo azuis e o restante laranja.

Uma testemunha identificou o taxi envolvido no acidente como sendo azul, e a policia constatou que,
nas mesmas circunstdncias da noite do acidente, a fragdo de acertos da testemunha na identificagdo de
cores foi de 80%.

Determine a probabilidade de ter sido realmente azul o taxi envolvido no acidente.

Enquanto 7% das mamografias acusam o cdncer quando ele ndo existe (taxa de falsos-positivos), 10%
ndo acusam a doenga quando ela existe (taxa de falsos-negativos). Sabendo de que a incidéncia sobre a
populagdo é cerca de 0.8%, determine a probabilidade de que uma mulher esteja com cancer ao receber
um resultado de teste positivo.

Trés urnas tém a seguinte composigdo: a primeira contém 5 bolas brancas e 6 pretas, a segunda contém
4 brancas e 5 pretas, e a terceira 4 brancas e 4 pretas.

Apés escolher por acaso uma urna e se retirar uma bola preta, determine a probabilidade de que a
sorteada tenha sido extraida da terceira urna.
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2.12.5) Seja x uma varidvel continua, como as possiveis posigdes de uma particula confinada em uma regido de
dimensédo a, cuja densidade de probabilidade p(x) é proporcional a fungéo sen ~x.

Determine o valor esperado médio e varidncia.

2.12.6) A figura abaixo representa um sistema de detecgdo de miions incidentes, constituido por trés tubos
(PDT) 2° A, Be C.

vy]

(@]

Se a localizagdo do ponto de ionizacdo em cada tubo é determinada com 60% de eficiéncia, ou seja, com

20ppT (Proportional Drift Tubes) sdo cAmaras de fios, onde um gés é ionizado pela passagem de uma particula carregada como
o mion e, através da medida do tempo de deriva dos ions até o fio, no interior do tubo, localiza-se o ponto onde a particula
incidente ionizou o gas.
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probabilidade igual a 0.6, e a reconstrugdo da trajetéria de um mton requer a determinagdo de pelo
menos trés pontos em cimaras distintas, a eficiéncia do sistema é dada por

B(3,3]0.6) = 21.6%
Determine as eficiéncias para sistemas compostos por quatro e cinco cadmaras.

2.12.7) Qual a probabilidade de que dentre 720 pessoas, exatamente duas aniversariem num mesmo dia? (com-
pare binomial e Poisson)

2.12.8) Se a probabilidade de se fazer 13 pontos numa extragio da loteria esportiva é (1/3)'3. Qual a expectativa
de que de um total de 6 milhdes de apostadores ao menos um acerte os 13 pontos, numa extracdo?

2.12.9) Cada uma das 15 questdes de um teste tem 4 alternativas e apenas uma delas é correta. Desse modo, a
probabilidade (p), a priori, de acerto ao acaso de uma questdo é 1/4.

— Determine a distribuigdo de probabilidades de acertos ao acaso de m das 15 questdes.
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b= Pr= Pp=

P= Pg= Pi3=

— Represente em um histograma

— Se 1000 alunos fizerem o teste respondendo as questdes ao acaso, quantos, em média, acertardo
pelo menos 3 questoes?

2.12.10) Uma maéquina produz pegas das quais 1% sdo defeituosas. Em um lote de 400 pegas, qual a expectativa
de que menos de duas sejam defeituosas?

2.12.11) Uma caixa de banco atende cerca de 150 clientes por hora. Qual a probabilidade de que ela atenda:

a) nenhum cliente em 4 minutos? (e~ !?)

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAic. 81 UrrimMa SAIR



b) no maximo 2 clientes em 2 minutos? (0.125)

2.12.12) Um problema classico envolvendo a distribuigdo de Poisson é o experimento de Rutherford-Geiger, da
contagem, em intervalos de 7.5s, num total de 2608 intervalos, do niimero de particulas o emitidas por
uma amostra de polénio.

A tabela abaixo, mostra as freqiiéncias f,,, correspondentes ao ntimero m de contagens em cada intervalo.
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a) Determine o niimero médio de contagens em cada intervalo de 7.5s.

b) Supondo que a distribuicio de freqiiéncias obdece a um processo de Poisson, compare a distribui¢do
dos dados com a distribuigdo de Poisson de pardmetro p = 3.87.

c) Ha uma boa aderéncia entre as distribuicdes?

2.12.13) Em um grupo de pessoas a altura média é de 170cm com desvio padrdo de 5¢cm. Calcule a altura acima
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da qual estdo os 10% mais altos.

2.12.14) A média dos didmetros dos rolamentos de esfera produzidos por uma determinada méquina é de 0.482cm
com desvio padrdo de 0.004cm. Uma peca é considerada defeituosa se tiver mais que 0.491c¢m ou menos
que 0.473cm. Qual a porcentagem de pegas defeituosas produzidas?
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3

Métodos de simulacao a Monte Carlo

Todo experimento deve comegar com um modelo
que estime os resultados esperados.

R. Fisher

Experimentos em Fisica de Altas Energias, como aqueles realizados em grandes aceleradores de particulas,
como o Tevatron do Fermilab,?! nos EUA, ou o LHC do CERN,?? na Suiga, constituem ambientes nos quais
os métodos estatisticos sdo utilizados em toda sua plenitude, desde a simulacdo de eventos e de detectores,
até a extracdo e a comparagio de resultados experimentais e tedricos.

Métodos probabilisticos de simulacdo de eventos a Monte Carlo ou, simplesmente, métodos Monte Carlo,
sdo técnicas numeéricas construidas a partir de distribuicdes uniformes de ntimeros aleatérios, que permitem
a geracdo de amostras de eventos aleatorios com distribuicSes de probabilidades conhecidas a priori, ou a
determinagdo de quantidades (como integrais de fungdes), associadas ou ndo a processos aleatérios.

A designacdo alude as roletas do famoso cassino Monte Carlo, em Moénaco, como geradora de nlmeros
aleatorios distribuidos uniformemente em um dado intervalo.

21 Anel de colisdo (Tevatron) de feixes de prétons (p) e antiprétons () , onde a estrutura e a criagdo de particulas sdo estudadas
através da detecgdo de outras particulas resultantes de colisGes inelasticas entre os feixes a energias da ordem de 1.0 TeV, do
Fermi National Accelerator Laboratory (Fermilab).

22 Anel de colisdo de feixes de protons contra prétons (Large Hadron Collider - LHC) a energia de 7 TéV, do European Laboratory
for Particle Physics (CERN).
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3.1. O experimento de Buffon

A origem dos métodos a Monte Carlo remonta a 1777, quando o francés Georges Buffon determinou o valor
de 7 a partir de langamentos de uma agulha de comprimento ¢ sobre uma folha de papel, onde foram tracadas
linhas paralelas separadas por uma distancia d > ¢ (Fig. 3.1).

comprimento da agulha

Figura 3.1: O experimento da agulha de Buffon.

De acordo com o esquema da Fig. 3.1, o dngulo 6 e a distancia x, do ponto médio da agulha a linha mais
préxima, sdo as coordenadas que caracterizam a configuragéo espacial da agulha.

Desse modo, pode-se analisar o experimento no chamado espago de configuragdes do sistema (Fig. 3.2),
onde o lugar geométrico para os possiveis pares de coordenadas (f,x) é um retdngulo de lados 7 e d/2, de
area A = 7d/2.

Nesse contexto, as interceptacdes da agulha em uma linha qualquer s6 ocorrerdo se a condicdo = <
(£/2) send for satisfeita, ou seja, se 6 e x forem as coordenadas de um ponto sob a curva definida pela fungdo
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Figura 3.2: Espaco de configuragdes do experimento de Buffon.

f(x) = (¢£/2) senf, no espago de configuragdes.
Considerando que os lancamentos da agulha sdo uniformemente aleatérios, esses lancamentos correspon-
dem a pontos que se distribuem uniformemente na regido (retangular) acessivel do espago de configuragdes.
O experimento de Buffon é analogo também as tentativas de acertar uma regido alvo, a partir de disparos
aleatérios de um rifle, distribuidos uniformemente, sobre uma regido retangular ao redor do alvo. Assim, de
maneira alternativa, cada interceptacdo pode ser considerada também como um disparo de sucesso (evento)
e, a probabilidade p (a posteriori) de interceptagdo da agulha, apds NV langamentos (tentativas), & dada por

p=m/N
onde m & o nimero de sucessos.

Do ponto de vista geométrico, a probabilidade p (a prior:) pode ser expressa pela razdo entre a area /
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sob a curva senoidal e a area A do retdngulo de lados 7 e d/2, de modo que

_L_26_m
P=AT7d™ N

. . 14
uma vez que a area (/) sob a curva senoidal é dada pela integral / isene do = ¢.

0
Desse modo, a partir de /V langamentos de uma agulha, pode-se estimar experimentalmente, o valor de 7

por
2N 14
mT=|— -
m d
Em vez do valor de 7, pode-se estimar o valor da integral I por

Para Nexp repeticdes de um experimento de Buffon com N langamentos (tentativas), as frequéncias (fr")

esperadas para os niimeros (m) de interceptagtes obedecerdo & seguinte distribuigdo binomial (Fig. 3.3)
N!
esp __ mi1 .\ (N—m)
Jm® = Nexp x (N—m)!m!p (1-p)

com média u = (m) = Np = N2/7 = 6.3662 e desvio padrdo o,, = \/Np(1 — p).

Assim, a incerteza do estimador do valor de 7, para um grande ntimero (N >> 1) de langamentos (ou
tentativas), é dada por

@ T
=T = Ny p(1—p)
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Figura 3.3: Histograma dos resultados (dados) da simulagdo de 1000 (Nexp) experimentos de Buffon, cada qual com
10 (N) langamentos, e da distribuigio binomial esperada para os nimeros (m) de interceptagdes, para d = ¢ = 1.
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ou seja,
T /1 1 /1 1
Op = —F— —_ — =T _— —
VNV p m N

A Fig. (3.4) mostra a concordancia entre a estimativa da incerteza teérica, dada por o, = 2.3735/V/N, e
a estimativa a partir da simulagio de um experimento de Buffon, no qual d = /¢ =1, e p = 2/7 = 0.63662,
para o calculo do valor de 7.

Assim, a incerteza no valor da integral é dada por

A
0] = —0Opm =

N N

or = T = oy [ (1- )

onde a probabilidade de sucesso p = m/N = ¢ & chamada também de eficiéncia do experimento.

Um outro resultado, derivado do experimento de Buffon, é que a sequéncia de nimeros {6;}, correspon-
dentes aos pares (6, ) que satisfazem a condigdo de interceptagdo, estardo distribuidos segundo a fungio
f(0) =sen 6 (Fig. 3.5).

Essa é a caracteristica do experimento na qual se baseia o chamado método da rejeicdo para a geragdo de
eventos distribuidos segundo uma dada pdf.

Np(1—p)

ou seja,
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r X/ndf 1629 / 10
[ Constant 205.7
r Mean 3.147
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Figura 3.4: Distribuigdo de valores de w, a partir da simulagdo de 1000 (Nexp) experimentos de Buffon, cada qual
com 1000 (V) langamentos, cuja incerteza esperada é dada por 2.3735/+4/1000 = 0.07506, para d = ¢ = 1, e

p=2/7 = 0.63662.
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Figura 3.5: Histogramas das coordenadas dos eventos de sucesso gerados a partir da simulagdo de um experimento de
Buffon, com 1000 (NN) tentativas, para o qual d = ¢ = 1.
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3.2. Geracao de eventos a Monte Carlo

Em Fisica de Altas Energias, a geragdo de eventos a partir de simulagdes diretas é muito restritiva, tendo em
vista a enorme multiplicidade de particulas produzidas em colises em altas energias, os processos (criagéo,
aniquilagdo, bremhstralung) envolvidos sdo tdo complexos que a simulagdo de eventos, em geral, ndo pode ser
realizada diretamente. Dai a importancia e a necessidade dos chamados métodos a Monte Carlo.

Apesar de ter sido utilizado por Fermi, em 1934, no estudo da difusdo de néutrons em materiais fisseis,
os primeiros algoritmos de Monte Carlo foram desenvolvidos por von Neuman, Ulam e Metropolis 2, du-
rante a construcido da bomba atémica, aproveitando-se da capacidade dos computadores em realizar grandes
quantidades de operacdes, para a simulacdo tanto de problemas probabilisticos como deterministicos.

Na prética, a construgdo de um algoritmo simples para um método a Monte Carlo, é iniciado a partir da
geragdo de uma sequéncia {ry,r,...} de nimeros aleatérios distribuidos uniformemente no intervalo unitario
(0,1), segundo u(r) (Fig. 3.6).

Em seguida, sdo adotados alguns procedimentos (integragdo, inversdo, rejei¢do, transformagdo, termali-
zagdo de Metropolis) para determinar e gerar uma outra sequéncia {x1,x2, ...} de numeros aleatérios distri-
buidos de acordo com uma dada distribuigdo f(x), em um intervalo (a,b) (Fig. 3.7).

3.2.1. Meétodo de inversao

Uma vez que as sequéncias {r;} e {z;} sdo conjuntos de eventos equivalentes, a probabilidade de ocorréncia
de um valor r; em um intervalo (r, r + dr) é igual & probabilidade de ocorréncia de um valor z; no intervalo

2N. Metropolis & S. Ulam, The Monte Carlo Method, Journal of the American Statistical Association, 44 (247), 335-341
(1949).
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Figura 3.6: Distribuigéo de probabilidades uniforme no intervalo (0,1).

f(x)

.

a b X
Figura 3.7: Distribuig8o genérica f(x) de probabilidades em um intervalo (a,b).
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correspondente [x(r), x(r) + dz], ou seja,

Assim, a probabilidade de que r; seja menor que um valor genérico r é igual & probabilidade de que x;

seja menor que um correspondente x(r),

z(r)
r :/ f(z') dz’ €(0,1)

Desse modo, os valores de x(r) gerados no intervalo (a,b), a partir da inversdo da integral de f(x), estardo

distribuidos segundo f(x).?*

Por exemplo, uma sequéncia {x;} de niimeros aleatérios distribuidos de acordo com uma pdf exponencial,

1
f@) =3¢ (0,00)
pode ser gerada (Fig. 3.8) a partir da relagdo

z(r) = —Alog(l —r)

*#Se f(z) ndo for uma pdf, ou uma fungio normalizada, deve-se normalizi-la e, gerar os eventos a partir de

z(r)
P = %/ f(z") dz’ € (0,1)

onde Z = /b f(z) dx
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i X/ndf 7287 / 67
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Slope —0.9568
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Figura 3.8: Histograma da geragdo de 1000 eventos aleatérios distribuidos exponencialmente, segundo f(z) = e~ 7.
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onde r sdo nameros distribuidos uniformemente entre 0 e 1.
Como (1 — r) também sdo nimeros distribuidos uniformemente entre 0 e 1, a sequéncia {z;} pode ser
calculada também por
xz(r) = —Alogr

3.2.2. Meétodo de rejeicao simples

Um outro procedimento geral de Monte Carlo para a simulagdo e geracdo de eventos, a partir de uma
sequéncia {ry,r2,...} de nimeros aleatdrios distribuidos uniformemente em um intervalo (0, 1), desenvolvido
por Von Neumann, apoia-se no experimento de Buffon.

De acordo com o experimento, tanto o problema da geracgdo de eventos, segundo uma pdf f(z), como o
calculo da integral de uma fungdo genérica positiva f(z), em um intervalo (a,b), podem ser encarados como
uma sequéncia de tentativas de acertar um alvo (uma certa regido do espago), a partir de disparos aleatérios
distribuidos uniformemente em uma regido retangular de drea A = fnax(b — a) que engloba o alvo (Fig. 3.9).

Assim, baseando-se no experimento de Buffon, a partir de duas sequéncias {ri} e {r}} de nameros ale-

atorios distribuidos uniformemente no intervalo (0,1), geram-se outras duas sequéncias {xi,z9,...,zN} €
{y1,vy2,...,yn}, uniformes nos intervalos (a,b) e (0, fmax), respectivamente, a partir de z = r1(b—a) +a €
Yy = fmaxr2-

Nesse caso, a condigdo para que um disparo acerte o alvo, ou seja, que um ponto genérico (x,y) esteja na
regido limitada pela curva f(x), pelas retas x = a e x = b e pelo eixo das abscissas, é dada por

y < f(x)]
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Figura 3.9: Espago de configuragdo para a geragdo de eventos distribuidos segundo uma pdf do tipo Breit-Wigner
2

w, de parametros p = 2 e I' = 1/2 (FWHM), via método da rejeigdo, a partir de duas sequéncias
T—H

aleatérias de 10000 (V) valores distribuidos de maneira uniforme, respectivamente, entre os intervalos (0, fmax = 1)
e (a=0,b=3).

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAc. 98 UrrimMa SAIR



Desse modo, as coordenadas = dos eventos de sucesso (acerto ao alvo) que satisfazem a condigdo y < f(x),

constituem uma sequéncia {z;} de valores distribuidos segundo f(z) (Fig. 3.10).

350

300 —

250

150

50

0

N = 10000

L
(9]

P
2

Figura 3.10: Histograma de eventos aleatérios, gerados via método de rejeicao, distribuidos segundo a pdf da Fig. 3.9.
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3.3. Calculo de integrais e médias

Associados acs problemas de geracdo de eventos, estdo também os calculos de integrais ou médias.

3.3.1. Meétodo de rejeicao simples

Se, na simulagfo por um método de rejeicdo simples, m é o ntimero de eventos de sucesso, para um grande
nimero (N) de tentativas, uma estimativa para a integral de f(z) no intervalo (a,b) é dada por

I:I:UI—A—:I:— = ==

Para a pdf da Fig. (3.9), uma estimativa para a integral da Breit-Wigner,

3 F2
1= —d
/0 =+
é dada por I = 1.2042 £+ 0.0147.
Esse valor, para N = 10000, foi calculado a partir do fragmento de algoritmo reproduzido as seguir.

double fun(double x)
{return (.5°2)/((x-2)"2 + .5°2);}

main()
{
fmax=1.;
m=0;
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A=3.;
for (int i=1; i<=N; i++)

{
// rejeicao s/peso
y = fmax*random(1);
x = A*random(1);

if (y < fun(x)) mt+;
¥
efic=float(m)/N;
I=Axefic;
sig=(A/sqrt(N))*sqrt(efick(l-efic));
}

Uma vez que essa integral é conhecida também a priori (I = 1.21255), a eficiéncia teérica ¢, nesse caso, é
igual a ¢ = I/A = 0.4041833, o que implica uma incerteza teérica da ordem de

A
or = ——=+e€ (1 —¢€)=0.014722

VN

para A =3 e N = 10000.

3.3.2. Meétodo direto

Integrais definidas, em um intervalo (a,b), como

I:/abf(:zz)d:z:
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também podem ser estimadas diretamente, a partir de distribuicdes uniformes de ntimeros aleatérios em um
intervalo (0, 1).

Realizando-se as transformacdes 2’ = (z — a)/(b — a), a integral pode ser escrita como uma integral no
intervalo unitario (0, 1).

1
I:(b—a)/o fl2'(b—a)+ a] do’

1

Assim, se {x1,x2,...} representa uma sequéncia de nimeros aleatérios que se distribuem uniformemente
no intervalo (0,1), segundo u(z), a integral I’ pode ser escrita como o valor médio de uma fungdo h(x) =
fla(b—a) +al,

tal que seu valor seja dado pela média aritmética da sequéncia {h(z1),h(z2),...} gerada a partir de uma
grande amostra de {z;},

() = = > hia)

com variadncia
oh =V (h?) = (h)*

Desse modo, a integral I de f(x) pode ser estimada por
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com incerteza

lor=(b—a)on/VN |

onde {z;} é uma sequéncia de niimeros aleatérios distribuidos uniformemente no intervalo (0, 1).
O fragmento de algoritmo, a seguir, com N = 3000, foi utilizado para estimar o valor da integral,

double fun(double x) {return 1/(1+x~2);}

main()

{

a=0.;
b=1.
for (int i=1; i<=N; i++)
{
// direto s/peso
x = random(1);
hx=fun(x*(b-a)+a);
sum = sum + hx;
sumq= sumq + hx*hx;

h = sum/N;
sumq/N;

1
1
/ —5 dx =0.785398
0o 1+=x
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sigh = sqrt(hq - h*h);

I = (b-a)*h;
sigl = (b-a)*sigh/sqrt(l);
}

que resultou em I = 0.785319 + 0.000293.

3.4. Reducao de incertezas

Tanto no método direto, quanto no método de rejeicdo simples, a incerteza na estimativa de uma integral
depende do tamanho (V) da amostra da sequéncia de niimeros gerados aleatoriamente, segundo

1

VN

Devido a esse tipo de dependéncia, ao aumentarmos o tamanho da amostra, a incerteza é gradualmente
reduzida.

Para problemas unidimensionais, essa dependéncia implica que as incertezas estimadas a partir dos mé-
todos de Monte Carlo sdo maiores do que as estimadas por quaisquer métodos numéricos ndo-probabilisticos.
Entretanto, quando sdo simuladas distribuicdes, ou calculadas integrais multidimensionais, as incertezas dos
métodos tradicionais tornam-se maiores, enquanto a dependéncia da incerteza nos métodos a Monte Carlo
permanece a mesma.

Por outro lado, para problemas que envolvem um nimero de varidveis da ordem de 6 ou mais, os métodos
nio-probabilisticos tornam-se impraticiveis, ou nem mesmo existem.
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3.4.1. Transformacao e inversao
Uma forma alternativa, e mais eficaz, para a redugdo da incerteza na estimativa de uma integral I =

/ f(x) dz, consiste em multiplicar e dividir o integrando por um fator de peso w(z),

SN L D B
I—/Ow(:c) daz—Z/O > h(z) d

w(x)

1
onde Z = / w(z) dzr, de modo que o novo integrando h(z) = f(x)/w(x) seja praticamente constante no
0

intervalo de integragéo, o que pode ser conseguido se w(x) segue as variagdes de f(x).
Em seguida, sdo geradas amostras de valores de x distribuidos segundo o fator de peso, a partir da inversio

de
1 [z
:/ w(z') dz’ € (0,1)
Z Jo

de modo que a integral possa ser estimada por

[=2x <h>:%2h(m

i=1

com incerteza

or = Zop/VN
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menor do que a da correspondente estimativa direta sem o fator de peso.
Por exemplo, a integral anterior, I = 0.785398, com N = 3000, calculada pelo algoritmo de transformacio

e inversio a seguir,

double fun(double x)

{return 1/(1 + x~2);}
double w(double x)

{return (4-2%x)/3.;}
double x(double y)

{return 2.-sqrt(4-3*y);}

main()
{
Z=1.;
for (int i=1; i<=N; i++)
{
// direto c/peso
r = random(1);
y = x(r);
hx = fun(y)/w(y);
sum = sum + hx;
sumg= sumq + hx*hx;
¥
h = sum/N;
hg = sumq/N;
sigh = sqrt(hg - h¥h);
I = Zxh;
sigl = Zxsig/sqrt(l);
}

resultou em I = 0.785369 + 0.000037.
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3.4.2. Meétodos de rejeicao

1
Para os métodos de rejeigdo, a incerteza na estimativa de uma integral I = / f(x) dx, pode ser obtida

0
aumentando-se a eficiéncia do método, ou seja, a fragdo de eventos de sucesso, englobando a pdf original f(x)
por uma outra curva w(x), tal que w(z) > f(z), para a qual pode-se gerar uma sequéncia {z;} de N niimeros
aleatorios distribuidos segundo a mesma, a partir de uma sequéncia uniforme {r}},

1 [(r)
ry = / w(z’) d’ € (0,1)
Z Jo

1
onde Z :/ w(zx) d.
0

Em seguida, a partir de uma outra sequéncia uniforme {r’}, é gerada uma correspondente sequéncia {y; }
de N ntmeros aleatérios distribuidos uniformemente entre 0 e w(x1),

Y = w(z;) X ré

A partir, entdo, da contagem dos pares (x;,y;) de valores que satisfazem a condigdo y < f(z), a integral
pode ser estimada por

m
I1=A—
N

onde m é o niimero total de pares (x;,y;) ndo rejeitados pela condicdo y < f(x), N é o nimero total de pares
gerados e A = Z.

A mesma integral anterior, [ = 0.785398, com N = 3000, calculada pelo algoritmo de rejeicdo com peso a
seguir,
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double fun(double x)

{return 1/(1 + x~2);}
double w(double x)

{return (4-2*x)/3.;}
double x(double y)

{return 2.-sqrt(4-3*y);}

main()
{

m:

0;
1.
V4

or (int i=1; i<=N; i++)
{
// rejeicao c¢/peso
rl = random(1);
x1 = x(rl);

Z
A
£

r2 = random(1);
y w(xl)*r2;

if (y < fun(x)) mt++;
}

efic=float(m)/N;
I=Axefic;

sig=(A/sqrt(N))*sqrt(efick(l-efic));
}

resultou em [ = 0.786323 4 0.0007482.
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w(x)=exp(—(x—0.5)%)/0.1 :
w(x)= 1.1 exp(—4x)

Z=13 w(x) dx = 0.2699632

0.6
f(x)= 0.12/(0.1%+x%)
o |
o2 |
o T R g
o o1 02 03 04 05 a6 07 08 09 1 Q 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
14
w(x)= (4=2x)/3 T w(x)= x

Z= 71, w(x) dx = 0.5

/
f(x)=1/(1+x%)

Z=ryw(x) dx =1

Figura 3.11: Comportamentos tipicos de algumas distribuigdes f(z) e possiveis fatores de peso w(z).
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A Fig. 3.11 mostra algumas distribuigbes f(x) e, correspondentes, possiveis fatores de peso w(x) ou
envoltorias.

A geracdo de eventos, a partir do método de rejeicio simples, e a determinagdo de integrais, a partir dos
métodos direto e de rejeicdo simples, ndo dependem de integracGes de funcdes adicionais. Por outro lado,
a utilizagdo de métodos para a redugdo de incertezas, quando se fazem transformagdes do integrando, ou
a eficiéncia nos métodos de rejeicio é aumentada, pressupdem a determinagdo e a inversdo de integrais de
fungdes adicionais.

Assim, a escolha de um método para simulagdo, além da reducdo de incertezas, depende do compromisso
entre o tempo de processamento, a eficiéncia e a simplicidade do método. Em geral, em um mesmo problema
sdo utilizados varios métodos.

3.5. O método de Metropolis

Um outro procedimento de simulacio, que tanto pode ser utilizado na geragio de eventos como na integragéo
de fungles, é o chamado Método de Metropolis.
O método apoia-se na compararacio da transformacio que pode ser realizada em uma integral para a

reducio da incerteza, @) @)
B _ [w(z flz
——

h(zx)

onde Z = / w(z) dx, com o calculo da média de uma grandeza (h), associada a um sistema em equilibrio
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térmico, a temperatura 7.
w(x)

—
efe(m)/kT
(h) :/Z hz) do

onde z representa um conjunto {x;} de varidveis que caracterizam o sistema, ¢(x) é a energia de cada confi-

—e@/kT g3 6 a fungdo de partigéo.

guragdo e Z = / e
w(z)
Baseando-se nessa analogia, Metropolis introduz um algoritmo, a partir do qual a integral pode ser calcu-
lada por um método probabilistico.
Em equilibrio térmico, as transi¢ées () do sistema entre suas varias configuragdes podem ser relacionadas
por 28
w(z) Qe — 2) = w(z) Qa' - @)

onde Q(x — z’) é a taxa de transicdo de um estado de configuragdo x para um estado z’.

Do ponto de vista probabilistico, diz-se que o processo (estocastico) de transicdo entre os estados constitui
uma cadeia de Markov.

Denotando-se 8 = 1/kT = w(z) = ¢~%(*) a condigio de equilibrio entre as transigdes do sistema pode

S€r exXpressa por

Ae
—~

T(x — z') _ 6_5(5 —¢)
T(z' — x)

**Denominado principio do balanceamento detalhado.
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Se x e 2’ slo configuracdes do sistema tais que

e>e (Ae<0)

e>e (Ae>0) e e Pr>re(0,1)

a transigdo é aceita.

Como primeiro passo para a construgdo de um algoritmo para implementar o cdlculo de uma integral
segundo o método de Metropolis, seleciona-se uma configuragdo inicial =, e calcula-se w(x,).

A seguir, por meio de uma variagdo aleatéria (Az) entre —A e A,

A[Ei = A(QT} — 1)
determina-se uma nova possivel configuracio,
Ty = Ty + A.TZ

O tamanho da variagdo é determinado pela taxa de aceitagdo desejada. Um valor grande para A resulta
pequena taxa de aceitagdo.
A nova configuragio é aceita com probabilidade
_ w(w)

- w(a,)

A nova configuragédo é aceita se p > r; € (0, 1), caso contrario, a configuragdo anterior passa a ser considerada
como nova.
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Em geral, a geragdo de novas possiveis configurages é realizada apds Nier, vezes (termalizagdo) para
evitar a influéncia da configuragdo inicial.

Além disso, o numero (Ng;) de configuragbes possiveis, {z}, € escolhido apés a realizagdo de um certo
namero (Nsiep) Passos para evitar correlagdes entre configuragdes sucessivas.

Assim, o resultado da integragdo de uma fungdo h(x) é dada por
Z
I Nsiz h(a:k)

com incerteza
or=Zop/VN

Para minimizar possiveis correlacGes entre configuragbes sucessivas € determinar o ntimero de passos
adequados, deve-se se realizar um estudo sobre a variagdo da fungdo de autocorrelagio, expressado por

<hn44 hn> _'<hn>2
<h%> _'<hn>2

Um algoritmo para a simulacdo do método de Metropolis, para a integral anterior, / = 0.785398, com a
possibilidade de se determinar a fungdo de autocorrelacio, pode ser implementado a partir do fragmento:

C =

double xm, rw, wm, delta=.4, Z=.7469;
int n_acept;

double fun(double x) {return 1/(1 + x~2);}
double wx(double x) {return (exp(-x*x));}
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voi

{

}

mai

{

d metropolis(double &xm, double &wm, int &n_acept)

double xsav, wtry, rxm;
Xsav = xm;
rxm = random(1);

xm=xm+2*delta*(rxm-.5);
if ((xm < 0.) || (xm >1.)) xm=xsav;

wtry = wx(xm);
rw = random(1l);

if (wtry > Gumxrw))
i
wm = wtry;
n_acept++;
}

else xm = xsav;

n()

int N_siz=3000, N_amos=100, N_step=15, 1j, N_term=1000;

for (int j=1; j<=N_amos; i++)

{

xm = random(1);
vm = wx(xm);
n_acept=0;
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//termalizacao
for (int 1=1; 1<=N_term; 1l++) metropolis(xm,wm,n_acept);

sum = 0.;
sumq = 0.;
n_acept=0;

fsb=0.;
£s1=0.;
£s2=0.;
1j=N_step+l;

for (int i=1; i<=N_siz*N_step; i++)
{
if (i==1) fxb = fun(xm)/wx(xm);
if (i%1j == O
fxb = fun(xm)/wx(xm);

metropolis(xm,wm,n_acept) ;

if (j%N_step == 0)

{
sum = sum + fun(xm)/wx(xm);
sumq = sumq + (fun(xm)/wx(xm))

* (fun(xm)/wx(xm));

fxa=fun(xm) /wx(xm) ;
fsb=fsb+fxb;
fsl=fs1+fxb*fxb;
fs2=fs2+fxa*fxb;
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corr = (fs2-fsb*fsb/N_siz)/(fs1-fsbxfsb/N_siz);
I Zxsum/N_siz;

sigsq = sqrt(sumq - sum~2);

sig Zxsigsq/sqrt(N_siz);

acept = float(n_acept)/(N_siz*N_step);

o resultado, para Ny, = 3000 € Nstep = 15, foi de I = 0.785321 £ 0.000749.
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3.6. Exercicios

1) O problema de Buffon
Uma agulha de comprimento ¢ é langcada sobre uma folha de papel onde foram tragadas linha paralelas

separadas por uma distancia d > /.

ya:)

a) Faga um programa (em C++) que realize 5000 (Nexp) simulagdes diretas do problema de Buffon, com
a agulha sendo langada 10000 (/N) vezes em cada simulagéo.
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b) Determine o valor de 7, em cada uma das 5000 simulagGes, armazenando as diversa estimativas de 7
em um histograma (utilizando o ROOT).
c) Observe o efeito nas estimativas ao se variar os niimeros de simulagdes (Nexp) € de langamentos (IV),
comparando os desvios padrdes das diversas estimativas.
d) Para Nexp = 1:
— armazene todos os pares de valores (6, z) gerados,
— faga o diagrama de dispersdo = x 4,
— histograme os valores de # que passam pelo teste = < ¢/2 senf.

2) Decaimento radioativo

Estudos sobre as transformagdes espontaneas (radioatividade), que alteram a composigdo ou a energia de
alguns materiais, conduziram Rutherford (1902) & descoberta do raddnio (Rn), & famosa lei do decaimento
radioativo e, posteriormente (Rutherford e Geiger), ao estabelecimento do fenémeno como um processo de
Poisson.

Rutherford verificou que apés um periodo de 7}/, = 3.8 dias, a atividade (niimero de decaimentos ou
particulas alfas detectadas em um pequeno intervalo de tempo) inicial A, do radénio era, praticamente,
reduzida & metade, A(T; /) = A,/2. Apbs outros 3.8 dias o fendmeno se repetia, com a atividade novamente
reduzida quase & metade, A(27,5) = A,/ 22 e assim, sucessivamente, até que, apés um intervalo de tempo ¢,
a atividade seria dada aproximadamente por

A(t) = 4, = A — 4, — A M
t/T, t/T. ) 0
2t/ +1/2 elog2/71/2 t(;gQ)
e 1/2
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onde A\ = (log2)/T}/, é a denominada constante de decaimento, e Tj /5 é a meia-vida®® do isétopo.
Tal fendmeno foi interpretado como devido a um decréscimo do niimero inicial /N, de nucleos radioativos,
de acordo com uma lei similar,
N(t) = N, e

Entretanto, a variagdo fracional do nimero de decaimentos néo é a mesma para um mesmo intervalo de
tempo, ou seja, o fendmeno do decaimento é um processo aleatério, tal que a lei do decaimento é uma lei
probabilistica que descreve as freqiiéncias (ou contagens) esperadas de decaimentos.

Encarando o processo como aleatério, a dependéncia exponencial da lei decorre da hipétese que a proba-
bilidade ¢(t¢1,t2), de que um nicleo que ndo tenha decaido até ¢; n8o decaia até ¢o, ndo depende dos instantes
anteriores & t1, ou seja,

q(t1,t2) = q(t1 — t2)

Desse modo, a probabilidade de um 1nico niicleo ndo haver decaido até t, deve obedecer a condicéo

q(t2) = q(t1 — t2) q(t1)

a qual é satisfeita se a dependéncia temporal for do tipo exponencial (e=**).

Portanto, a probabilidade de ocorréncia de um decaimento (p = 1 —¢) em um pequeno intervalo de tempo
dt & dada por
p = \dt

Essa aproximagao é valida também para intervalos finitos, se A < 1, ou seja, se o niimero médio de decaimentos
em um intervalo 7" for muito menor que o nimero de ntcleos que decaem.

*°T o varia de 3 x 10 "s (35°Po) até 5 x 10'°anos (§5'Nd).
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Assim, o niimero (m) esperado de particulas o que resultam do decaimento de N, ntcleos iniciais, durante
um intervalo de tempo 7T, obedece a distribui¢do binomial
NO! m N,—m
B(m|N0ap):Pm(Noap): N _ ‘p (1_p) 0
0

m! (

onde p = A\T.

Devido a condicdo A < 1, essa distribuigdo tende a distribuicdo de Poisson

m
Pa() = e

onde i = N AT

A partir da simulagéo direta de 1000 (/Nexp) decaimentos, como um processo de Bernoulli, obtenha as
distribui¢des do nimero (m) de particulas o que resultam do decaimento de 500 (N, ) nicleos iniciais, durante
um intervalo de tempo (7") de 100s, para constantes (\) de decaimentos iguais a:
a) A =0.01s7!
b) A =2x 10747}
c) A =4x 1091

3) Experimento de Rutherford-Geiger
Utilizando-se dos dados de Rutherford-Geiger, das freqiiéncias das contagens do niimero (m) de particulas
« emitidas por uma amostra de polénio, em 2608 intervalos de 1" = 7.5s de duragéo,
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escolha uma constante de decaimento (\) e um ntimero (/N,) inicial de nicleos, compativeis com os dados,
que permitam a simulagdo direta do experimento de Rutherford-Geiger como um processo de Poisson cuja
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probabilidade (p) de cada decaimento é dada por p = AT

4) Fragmentagao de quarks pesados

Inputs: Nevmax (numero maximo de eventos).
ptmin (momentum transverso minimo do quark b - 5GeV).
ptmax (momentum transverso maximo do quark b - 50GeV)

Outputs: histogramas dos momenta transversos, longitudinais,
energia e rapidity dos quarks b, do mesons B e dos muons.

Faga um programa (em C™1) que simule a geragio de muons provenientes da fragmentagio de quarks b,
no Tévatron do Fermilab, conforme os seguintes passos:

a) O primeiro passo consiste na geragdo de quarks b (m, = 4.9 GeV), com momenta transversos (p;) a
diregio do feixe de prétons,?” entre 5 e 50 GeV, segundo

00
—— - ub
(pt + po)

onde op = 2.76 x 102, py = 14.0 GeV e a = 7.25, uniformemente distribuidos segundo o &ngulo azimutal e
normalmente no intervalo de rapidity (y) (-1.2, 1.2).

A partir desses dados as componentes dos quadri-momenta podem ser calculadas.

b) Uma vez gerados os quarks b, a fragmentagdo em mésons B pode ser simulada a partir da fungdo de
probabilidade de Peterson,?®

N 1
z[l=1/z —€/(1 — 2)]

2TPield & Feynman, Phys. Rev. D, 15, 2590 (1977).
*Peterson et. al., Phys. Rev. D, 27, 105 (1983).

D(z)
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EY +p)) . .

N é a variavel (fragdo da energia-momentum carregada pelo hadron
p

gerado) segundo a qual a fragmentagdo é parametricamente expressa.

Assim, ap6s determinar os limites de z (2min © Zmax), € considerar que os mésons B sdo gerados na mesma
diregdo dos correspondentes quarks b, pode-se determinar as componentes dos quadri-momenta dos mésons
B.

c¢) O ultimo passo consiste na simulagdo do decaimento de 3 corpos, B — Dpuv. Consulte o livro de Barger
& Phillips (Collider Physics, Addison-Wesley Pub. Company, 1987)

onde ¢ = 0.006 £ 0.003 e z =
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4

Estimadores de maxima verossimilhanca

O objetivo de um teste estatistico € alcanc¢ado pela
construgdo de uma hipotética populagdo infinita,
da qual os dados constituem uma amostra alea-
téra.

R. Fisher

4.1. As origens dos métodos estatisticos

As origens dos métodos e testes estatisticos modernos remontam aos trabalhos dos ingleses Francis Galton
(1822-1911), Karl Pearson (1857-1936), William Gosset (1876-1937), Ronald Fisher (1890-1962) e do polonés
Jerzy Neyman (1894-1981).

Em sua obra classica, The grammar of science (1892), Pearson estabelece os modelos estatisticos como
alternativa a vis@o deterministica do século XIX, com base nos seguintes principios:

> todo experimento estd sujeito a efeitos imprevistos e ndo observaveis;

> os resultados de um experimento obedecem a certas distribuicOes estatisticas que sdo caracterizadas por
alguns parametros — valor esperado, varidncia, assimetria e curtose.
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Para Pearson, as distribui¢des limites de probabilidades descreviam verdadeiramente a colecio de dados
(medidas) resultante de um experimento e, partir de um grande ntimero de medigSes, poderiam ser determi-
nados os parametros da distribuigdo real das medidas ou dos dados dos experimentos.

Por outro lado, Fisher, em seus trabalhos, sintetizados nos textos Statistical methods for research wor-
kers (1925) e The design of experiments (1935), considera que os dados constituem uma amostra aleatéria
de uma populagdo hipotética e, a partir de um experimento, obtém-se apenas os estimadores dos parametros
da distribuigdo hipotética dos dados. Ao contrario dos pardmetros (hipotéticos), os estimadores séo aleatérios
e devem ser avaliados, tanto segundo as distribuicdes limites de probabilidades, quanto aos seguintes critérios:

> consisténcia — quanto maior o nimero (V) de dados em uma amostra, mais préximo um estimador a
deve estar do valor (a) do pardmetro

lim a=a
N—o0

> eficiéncia — quanto menor a varidncia associada, mais eficiente é o estimador

V(a1) < V(aa) = a) mais eficiente

> nao-tendenciosidade — o valor esperado de um estimador F(a) deve ser igual ao valor (a) do pardmetro

Para Pearson e para Fisher os pardmetros (mesmo que sejam hipotéticos) sdo fixos e os estimadores,
aleatdrios; para a escola bayesiana, no entanto, tanto os pardmetros como os estimadores sdo aleatérios.
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4.2. O método da maxima verossimilhanca de Fisher

Seja p(z]0) a distribuigdo de probabilidades para as medidas de uma grandeza z, onde # é o pardmetros da
distribuigdo. Para uma amostra (x1,x2,...,2xy) de N medidas independentes de x, a probabilidade associada
a essa sequéncia particular de medidas é dada por

N
[ p(xil6)
i=1
Se apenas a forma funcional da distribuigido de probabilidades for conhecida a prior:, isto &, o parametro
for desconhecido, a fungdo definida por

N

Llzy,as,. .. oni0) = K [ pllo) (4.28)
=1

onde K é uma constante arbitraria, denominada funcao de verossimilhanca, quantifica o quio verossimil
é qualquer hipétese relativa ao valor do parametro.
Nesse sentido, para uma dada amostra de dados, se 64 e 0p representam dois possiveis valores o parametro,

L(0a) > L(0B)

diz-se que A4 é um estimador mais verossimil para o pardmetro do que 6p.
Como a determinacido dos pardmetros de uma distribuicdo determina a dependéncia explicita funcional
da distribuicdo, o procedimento é usualmente chamado também de ajuste de funcoes.
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Tome-se como exemplo, uma caixa contendo 10 bolas, entre vermelhas e azuis, da qual é extraida uma
amostra com reposi¢do de 3 bolas vermelhas e uma azul. Deseja-se estimar quantas bolas azuis ha na caixa.

Para se estimar a quantidade x de bolas azuis contidas na caixa, a fungdo de verossimilhanga £(x) corres-
pondente & amostra obtida serd dada pela probabilidade binomial de que em 4 tentativas (N = 4) de extragéo
de bolas azuis haja apenas um sucesso (m = 1).

L(z) x B(m=1,N=4,p=12/10)

ou seja,
fe) = & (1o £ 202
10 10 10000

De acordo com a Tab. 4.1, representada na Fig. 4.1, que mostra os valores de £(x) para todos os possiveis
valores de x, e segundo, ainda, o principio de Fisher, o valor 3 é a melhor estimativa para a quantidade de
bolas azuis.

Aumentando-se o nimero de amostras de quatro tentativas de extracio, por exemplo, para duas amostras
de um sucesso (m = 1) e uma de dois sucessos (m = 2), a funcdo de verossimilhanca é dada por (Fig. 4.2)

L£3(z) = B(1,4,2/10)% x B(2,4,x/10)

0 que implica, igualmente,o valor 3 como a melhor estimativa para a quantidade de bolas azuis.
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Tabela 4.1: Fungdo de verossimilhanga para uma amostra de um sucesso (m = 1) em 4 tentativas (N = 4) de extragéo
de bolas azuis de uma caixa contendo 10 bolas.

L(z) x 10000
0
729
1024
1029
864
625
384
189
64

9

0

© 00 JO Ol WN K OIK

—_
o
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Figura 4.1: Fung&o de verossimilhanga (linha continua) para uma amostra de um sucesso em 4 tentativas de extragdo
de bolas azuis de uma caixa contendo 10 bolas. A linha pontilhada é uma distribuigdo gaussiana ajustada a fungdo

de verossimilhanga.
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Figura 4.2: Funcgéo de verossimilhanga (linha continua) para 2 amostras de um sucesso, e uma de dois sucessos em
4 tentativas de extragdo de bolas azuis de uma caixa contendo 10 bolas. A linha pontilhada é uma distribuigdo
gaussiana ajustada a fungdo de verossimilhanga.
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Desse modo, um estimador de maxima verossimilhanga®® (é) para um pardmetro é aquele que maxi-
miza a funcio de verossimilhanga, ou seja,
9Ll _y (4.29)
09 |5
Uma vez que o logaritmo de £ atinge seu méximo para o mesmo valor de 6 e £, em geral, a condigdo de
maxima verossimilhanca é expressa como

olnL
a9 |,
ou seja, o estimador de maxima verossimilhanca é raiz da eq. 4.30.
Se o dominio da varidvel aleatéria x for continuo, como usualmente as medidas de uma grandeza, as
amostras constituem sequéncias discretas de valores organizados em M classes de intervalos A;, como

=0 (4.30)

[(9617 x1+ A1); (2,20 + A2); .. s (xpr, o + AM)]

Nesse caso, a probabilidade associada a essa sequéncia particular é dada por

r1+A1  pro+Ag xar+AN
/ / / p(x1]0)p(x2]0) . .. p(xpr]|0) dag das ... dapy
x1 T2 x

M

e define-se a fungdo de verossimilhanca por

M

L(z1,z2,23...20;0) = K Hp($1|9) (4.31)
1=1

®Maximum likelihood estimator.
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4.3. Limite da funcao de verossimilhanca

A Fig. 4.3 mostra que, & medida que cresce o numero de amostras, a funcio de verossimilhanca se aproxima
de uma gaussiana®® cujo valor esperado é igual ao estimador de méaxima verossimilhanga.

—~
4

—

\
/

\
JLLLN

] ]

Figura 4.3: Limite da funcédo de verossimilhanga do exemplo de extragdo de bolas (Sec. 4.2), para 30 amostras de um
sucesso e 1 amostra de dois sucessos de extragdo de bolas azuis.

30Hssa é uma consequéncia do teorema do limite central.
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Com efeito, expandindo-se o logaritmo da fungfo de verossimilhanga em torno de seu méaximo,

A 1|0°InL
InL(#)=InL(O) — = |——
n0(6) = 1n £6) - 5 ||
para um ntmero “suficientemente grande” de amostras, pode-se considerar a chamada aproximagdo parabdlica,
de modo que a fungdo de verossimilhanca pode ser aproximada por uma expressdo do tipo gaussiana (eq. 4.32).

O—0)>+...

2 A2

,% (9819112[, A (6 —6)

L(0) x e o (4.32)
Para a escola classica, os pardmetros ndo sdo quantidades aleatérias: portanto, a fungdo de verossimilhanga

ndo representa a probabilidade de ocorréncias dos parametros. No entanto, como o estimador é aleatério pode-
se considerar a eq. 4.32 como proporcional a densidade de probabilidade para o estimador,

_1(G=0r
p(00) x e 2% (4.33)
com valor esperado E(f) = 6, variincia dada por
A Pl A
V(0) =05 = ‘392 - ={0-9)% (4.34)
b
e incerteza o, por
I
0?InL| 2
05 = | (4.35)
’ ’ 00> |
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Para a escola bayesiana, no entanto, os pardmetros também sdo aleatoérios e estdo associados a distribuigoes
de probabilidades a prior:. Desse modo, a escola bayesiana interpreta a eq. 4.32 como a probabilidade
condicional de ocorréncia da sequéncia aleatéria (x1,x2,...,2 ) para um dado valor do pardmetro de 6,

p(x1,x9,23...xN]0) x L(x1,22,23...2N;0)

Assim, a probabilidade condicional a posteriori p(6|xi,x2,x3...xy) de ocorréncia de um valor 6 para
uma dada sequéncia (z1,x2,...,zyN) é determinada por

pOlx1,z2,23...xN) < L(z1,z2,23...2N;0) p(0)

onde p(0) é a distribuigdo de probabilidades a prior: para o pardmetro 6.

Nesse sentido, se 0 dominio da distribuicdo de probabilidades a prior: para o pardmetro estd restrito a
regido para a qual a fungdo de verossimilhanga apresenta uma variagdo muito grande, em torno de seu valor
méximo, a fungdo de verossimilhanga pode ser interpretada também como uma pdf para o pardmetro.
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4.4. Estimadores para a distribuicao de Poisson

Se x é uma variavel aleatéria associada a um processo de Poisson, como o tempo de decaimento de uma
particula, cujo valor esperado é u, ou seja,

T

ue o
Plalp) = e

a fungdo de verossimilhanga para uma sequéncia (z1,z9,...,xy) de N valores independentes de x serd dada
por

N . N .

. /’l’ 7 o 7NM /"[’ %
) =1 g =11
i=1 Y i=1 Y

e seu logaritmo por
N

Inf = —N,u—l—lnluz.mi—i—...

=1

Desse modo, se o valor do parametro . for desconhecido, a condigdo de méaximo,

1 N
'uiil

implica que os estimadores para o valor esperado e sua incerteza, para um processo de Poisson, a partir de

OlnL
op

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAc. 135 UrrimMa SAIR



uma amostra de N dados, sdo®!

4.5. Estimadores para a distribuicao de Gauss

Seja x; uma variavel aleatéria que obedece a uma distribuigdo gaussiana, NV, (u, 01-2), com valor esperado u e

varidncia o2, ou seja,

pG(xi’M7 07,2) =

31Para a distribui¢io de Poisson,

N 1 1 T
v =v(§ o) - g LV - 7
=1 1=1
M
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A fungio de verossimilhanca para uma sequéncia de N dessas varidveis é dada por

e seu logaritmo por

_(961‘ — p)?

i=1 ¢ i=1
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Assim, supondo que a? seja conhecida e 4 o parametro a ser estimado, a condigio de méaximo,*?

N
Z =0
=1

81n£

32A condigdo de maximo para In £ equivale a condi¢do de minimo para a quantidade

1; )?

Esse procedimento, utilizado pelo mateméatico alemio Carl F. Gauss (1777-1855), desde 1795, foi sistematizado pelo francés
Adrien M. Legendre, em 1805, e tornou-se conhecido como o método dos minimos quadrados. Para o método dos minimos
quadrados, a minimizagio de x> é considerada como a hipétese fundamental do processo de ajuste de fungées que dependem de
alguns parametros a uma amostra (z1,z2,...,2n) de N medidas de uma grandeza x, mesmo que as medidas ndo se distribuam
gaussianamente. Por exemplo, se f(x|,01,02,...,0,) é uma fungdo que depende de p parametros, o método consiste em minimizar

a quantidade
Z xTr; — LE1‘01,92,...,9) 2
gi

[\V]

onde o; é a incerteza associada cada uma das medldas xi, com relagdo a cada um dos p paradmetros.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAc. 138 UrrimMa SAIR



implica que os estimadores para o

valor esperado e sua incerteza, a partir de uma amostra de N dados
normalmente distribuidos, sdo®?

(média)

(erro da média)

33Para distribuigdes gaussianas,

V(@) =of = (i ;)iVG) ) (i 1)
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Se (z1,x9,...,xN) sdo as medidas de uma grandeza fisica x, nas mesmas condigdes, ou seja, tal que o; = o,
obtém-se

=
Il
[]=
=&
Il
8
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4.6. Estimadores para parametros de outras distribuicoes

A maximizacdo da fungdo de verossimilhanga para outras distribuigdes, ou seja, a determinacio das raizes da
eq. 4.2, pode néo ser analiticamente tdo simples e direta como para as distribuicdes de Poisson e de Gauss. No
entanto, sempre se pode utilizar um procedimento numérico exaustivo para a determinagdo de um estimador
para o pardmetro de uma dada distribuigéo.
Considerando que o estimador ¢ do parametro # de uma pdf qualquer tenha sido numericamente deter-
minado, de acordo com a aproximagao parabédlica, o
(0—9)
InL(0) =InLox — ~—5—5—
20%
0
a incerteza o, associada ao estimador pode ser avaliada pelos limites (61 e f) para os quais a fungéo de

verossimilhanca satisfaz a eq. 4.36.

1
. Int ei_m)% =InLpw —= . (4.36)
A eq. 4.36 pode ser utilizada para a determink¢#>@a incertéza d8 estimador, mesmo que o In £ n&o seja

exatamente parabdlica. Em geral, os intervalos em torno do estimador ndo sdo simétricos, de tal modo que o
estimador e suas incertezas sdo representados como
~+09

_0'1

Essa € a origem das estimativas de incertezas assimétricas.*

3No limite de grandes amostras, quando a pdf for gaussiana, as incertezas sio simétricas.
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log L

-10

10g L g = -9.14369

2 29+1.42

1
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t=151
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Figura 4.4: Determinacdo dos limites de um estimador a partir da aproximagdo parabdlica da fungao de verossimi-

lhanga.
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4.7. Estimadores para distribuicoes multiparamétricas
Se a funcdo de verossimilhanca depende de M pardmetros,
ﬁ(@) onde9:(01,92,...,9M)

as estimativas desses parametros ainda sdo dadas pelas condigdes de maximo,

oln L
00;

=0 (i=1,2,...,M)

0
Entretanto, a avaliagdo das varidncias associadas a cada pardmetro sé sera analoga ao caso uniparamétrico,
se os estimadores forem independentes, ou seja,

B[ (0= 0 (8; - 07)] = ((6: — 0) (05 — 0:)) = 0

se as covaridncias forem nulas.
Levando-se em conta as covaridncias, no limite de grandes amostras, a fungdo de verossimilhanga pode ser
aproximada por

M
1
In£(6) =In £(0) — 5 > Hijéid;
i,j=1

?InL

Onde(sz:éz—@eH”:—m .
VY5 19
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Desse modo, a inversa da matriz hessiana,

H = .
HM1 HM2 HMM

determina a matriz de covaridncia V,

V=H" & (V),=(H"),
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e Estimadores para medidas diretas de uma grandeza
Em geral, tanto o valor esperado (1 = 6;) como a varidncia (o = 63) sdo pardmetros desconhecidos na
medicdo de uma grandeza x. Assim, a fung@o de verossimilhanga para uma amostra de N medidas de x

depende de dois pardmetros,

N 7(111' _261)2
26
L(61,02) = ]_:[ 0,° 2
e seu logaritmo é dado por
N
1 (.I‘Z — 91)2
Desse modo, de acordo com as condi¢bes de maximo,
N N
Oln L 1 . 1
oo, 1y~ g2 N
N N N2
oln L 1 ~v2 N A (:Ez — 91)
20, |5 63 Z; (e:=60)" -3, ? z; N
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Calculando-se os elementos da matriz hessiana

?InL N
Hy=———— = ==
11 80% é 9%
?InL
H :H = - — =
12 21 89192 é
1n L 3 Y .2 N 2N
Hyi=-"2 = 2N (- 6) -5 ==
R 70 DLl i il
N62
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pode-se escrever

N/B2 0 _ o2/N 0

H= 2 . = Hl=v=|(""
( 0 2N/63 ) ( 0 oZ/2N

Assim, as incertezas associadas aos estimadores, T e s,, do valor esperado i e do desvio-padrdo o séo

dadas por®®

%2 (erro da media)

o5 = erro da média
© VN

Og, = Ou (erro do erro)

350 chamado erro do erro da média pode ser calculado por

Oo, 1 Oz ok
O-O'E = = — =
vN VNV2N V2N
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4.8. Propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanca

Uma vez que os estimadores de maxima verossimilhanga para o valor esperado de variaveis () que obedecem
as distribui¢bes de Poisson ou de Gauss sdo dados pela média, segundo a lei dos grandes niimeros (Sec. 2.7),
esses estimadores sdo consistentes e ndo-tendenciosos (visto que E(Z) = E(z) = u) e eficientes (uma vez que
para grandes amostras a varidncia desses estimadores é praticamente nula).

No entanto, para varidveis que obedecem & distribuicdo de Gauss, como uma grande amostra de medi-
das diretas de uma grandeza, os estimadores de maxima verossimilhancga das varidncias, apesar de serem
consistentes e eficientes, sdo ligeiramente tendenciosos.

Expressando-se o estimador de maxima verossimilhanga da varidncia de uma distribuigio gaussiana como?®

1 N
Oy N; (i‘_u)Q

3€Para grandes amostras,
2 _ 1 N . —\2 2
07 =% i (i —2)’E[(z — T)*] E{ T—p x—u)]}

= E[(z — p)?] + E[(T — p)?] + E(aT — zp — pT + p*)

0
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seu valor esperado pode ser calculado por

No?
N
Blo2) = gy 3 Bl )~ e ) = S
= V(z;) o2 /N

ou seja, seu valor esperado é diferente do valor esperado para a varidncia. Assim, o, é um estimador tenden-
cioso para o desvio padréo o.

Para grandes amostras, mesmo que os pardmetros ndo estejam associados a distribui¢des gaussianas, diz-se
que a incerteza associada a um estimador de méaxima verossimilhanga define um intervalo de confianca de
68.3%. Para a escola classica, o nivel de confianga 0.683 representa a fragdo de vezes que o intervalo (aleatério)
de confianga (T — 0z, T + oz) conterd o valor (fixo) do pardmetro.

Para pequenas amostras, o estimador nédo-tendencioso usualmente utilizado para o desvio padréo o é dado

por
N s @=2?| | [
TTVN 1T\ & TN *= N

=1

e o intervalo (T — sz, T + sz) ndo estd mais associado a um nivel de confianca de 0.683, uma vez que a pdf
associada ao estimador 7 é a distribui¢cdo de Student com (N — 1) graus de liberdade (Ap. A.10).

Nesse caso, intervalos de confianga de 68.3% podem ser determinados integrando-se a distribuigdo de
Student entre dois limites tais que

Pl(p—tysz) <T < (u+tysz)] = 0.683
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onde o fator ¢, depende do niimero de graus de liberdade (v = N — 1) e, portanto do ntimero de medidas da

amostra (Tab. 4.2).

Como as relagdes [(u — tysz7) < T < (u+ tysz)| e [(T — tysz) < p < (T + tysz)| slo equivalentes, a

probabilidade associada ao intervalo (Z — ¢,$z, T + t,s7) também é igual a 0.683.

Tabela 4.2: Relagdo entre numeros de medidas, graus de liberdade e niveis de confianga, associados & distribuigdo de

Student.

Namero (N)

Graus de

Niveis de confianga (CL)

de medidas | liberdade (v) | 68,3% | 95% | 99%
2 1 1,84 | 12,71 | 63,66
3 2 1,32 | 4,30 9,92
4 3 1,20 | 3,18 | 5,84
5 4 1,14 | 2,78 | 4,60
6 5 1,11 | 2,57 | 4,03
7 6 1,00 | 2,45 3,71
8 7 1,08 | 2,36 3,50
9 8 1,07 | 2,31 3,36
10 9 1,06 | 2,26 3,25
15 14 1,04 2,14 2,98
20 19 1,03 | 2,09 2,86
00 00 1,00 | 1,96 2,58
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4.9. Ajuste de funcoes a histogramas

A determinacdo da fun¢do de verossimilhanca torna-se impraticavel para uma grande quantidade de dados.
Em tais casos, é conveniente a organizagdo dos dados em classes de intervalos, representando-os em um
histograma (Fig. 4.5).

f(x.6) - PDF
(hipotese - teoria)

_ ¢ Obs

' Namero de bins

o)

A A

Numero total de eventos

0 2 4 6 X; 8 10 12 14 16 18 x 20

Figura 4.5: Ajuste de fungdes a histogramas.

Nesses casos, as frequéncias esperadas (f;) das N medidas de uma grandeza x associada a uma pdf p(x|6),
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em cada uma das M classes de intervalos [z;,z; + A;) sdo dependentes do pardmetro 6, e dadas por

Ti+A;
fi(6) =N / T plalo)dr

Como as frequéncias (n;) de ocupagdo das classes de intervalos em um histograma, com probabilidade
de ocupagdo de cada classe dada por p; = f;/N, obedece a uma distribuicdo multinomial, a fungdo de
verossimilhanga para uma determinada sequéncia de frequéncias ( fi, fo, oo, fN) pode ser expressa como

_ N AN (2N (™

N
In£(0) = niln fi(0)
=1

e seu logaritmo por

uma vez que tanto as frequéncias esperadas (f;) como as observadas (n;) obedecem a relagdo de vinculo

M M
Z fi= an =N
il Al

Esse é o chamado método de maxima verossimilhanga para ajuste de fungdes a distribuigdes de frequéncias,
ou histogramas.
Asincertezas associadas aos pardmetros da fungdo ajustada podem ser determinadas pela eq. 4.36 (Sec. 4.6).
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Para histogramas nos quais n; > 1, a distribuicdo de frequéncias em cada classe pode ser aproximada por
uma gaussiana de varidncia igual f;(0), e a funcdo de verossimilhanga pode ser expressa como

[ni — £:(6)]°

Moo
L(0) = e 2f;
2 F
Nesse caso, a maximizagdo de In £ equivale & minimizagdo da quantidade
2
i=1 fi

Nessas circunstancias, o procedimento é chamado de método dos minimos quadrados modificado,
ou método de x? modificado.
Em geral, do ponto de vista computacional, o procedimento torna-se mais simples se a quantidade x? é

aproximada por
M (0 2 M o
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5

Testes estatisticos paramétricos

Mas até aqui ndo pude de descobrir a causa des-
sas propriedades da gravidade a partir dos fené-
menos, e ndo faco nenhuma hipéteses (hypothe-
ses non fingo).

I. Newton

Uma vez determinado um valor u... para o estimador de um pardmetro p, a partir de uma amostra
(z1,22,...,2y) de N medidas de uma grandeza z, caso exista algum valor de referéncia (uo),%" os testes
estatisticos estabelecem critérios que permitem avaliar se esses valores sdo compativeis.

Em geral, esses valores apresentam uma discrepancia tal que ‘ Lobs — uo‘ # (0. Desse modo, um teste
estatistico deve auxiliar a decisdo sobre a casualidade da discrepédncia, ou seja, a escolha sobre a discrepancia
ser apenas fortuita, ou dever-se a algum efeito que decorra de alguma causa desconhecida, que ndo tenha sido

previamente identificada?

3"Bm geral uma estimativa teérica, ou o resultado de um experimento mais confiavel.
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O procedimento inicial para um teste paramétrico consiste na escolha de uma pdf p(u|u.) que associa
possiveis valores para o estimador do pardmetro u, e para a qual o valor de referéncia é um pardmetro, como
as distribuicdes de Gauss ou de Student para a média das medidas diretas de uma grandeza.

Por outro lado, considerando o problema como um ajuste de fungdes, pode-se perguntar: Quio bem a pdf
p(z|uo) se ajusta aos dados?

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PaAc. 155 UrrimMa SAIR



5.1. O teste de significincia de Fisher

De acordo com Fisgher, o objetivo de qualquer experimento é testar evidéncias contra a aceitagdo da compa-
tibilidade entre um valor observado e um valor de referéncia, e uma medida para essa evidéncia é dada pelo
chamado nivel descritivo (p-value), o qual expressa a probabilidade (p) associada a um resultado cujo valor
seja maior que o observado (Fig. 5.1),

o0

p= Pl o) = [ plulic) d

Hobs

Quanto menor o nivel descritivo, menor a compatibilidade entre os valores observado e de referéncia. Ou
seja,
p—0 — valor observado ndo compativel com valor de referéncia

Por exemplo, se p < 0.05, diz-se que a evidéncia contra a compatibilidade ndo é significativa ao nivel de
5%.

O fato de se encontrar um valor muito baixo para p significa apenas uma evidéncia estatistica contra a
hipétese de compatibilidade entre o valor observado e o valor de referéncia. Segundo Fisher, o mais importante
em um experimento ndo é o teste estatistico, mas a existéncia de um argumento légico sobre a corregdo da
distribuicdo de probabilidades admitida para os estimadores.
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p(u

o)

o

p=Plz ) =J' p() dt (p-value)

o

a= P@zuszj’p(u) d
(nivel de signifiscancia)

U > g (regiao de rejeica

Hobs Hs ¥

Figura 5.1: p-value
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5.2. Os testes de hip6teses de Neyman-Pearson

De acordo com Neyman e Pearson, o problema deve ser colocado em termos de um teste para o qual a hipdtese
(H,), de que o valor do estimador seja igual a um valor de referéncia (u.),

deva ser rejeitada ou ndo. Essa hipdtese é denominada hip6tese de nulidade.

Nesse sentido, um teste de significancia a partir de um nivel descritivo expressa a evidéncia do resultado
de um experimento contra a hipétese de nulidade.

Segundo Neyman e Pearson, deve-se escolher a priori um conjunto de valores possiveis para o estimador
que definam uma regido critica de rejeigdo (u < u; e 4 > us) associada a uma probabilidade bem pequena,
de modo que a hipdtese de nulidade deva ser rejeitada se o valor observado do estimador esteja contido
nessa regido critica (Fig. 5.2). A regido complementar a regido de rejeicdo é denominada regido de aceitagéo
(e < p < pis).

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAc. 158 UrrimMa SAIR



P

H
@ =Plspw) =_[ p(uh) b
Py <p<pg = | pup) du=1- @ +ay

(regiao‘ de aceitacao)

ag=Plz Y :I P(HIL) du

K Hs ¥

Figura 5.2: Regides de rejeigio e de aceitagdo da hipétese de nulidade ao nivel de confianga (CL) de [1 — (g + as)] X
100 %
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Em geral, os limites dessas regifes sdo determinados pelos chamados niveis de significancias («o; € as),
arbitrariamente escolhidos,

as = P(u> ps = / p(lpo) dps
s
i
ar=P(p <) = / p(plpo) dps

Se o valor observado estd contido na regido de aceitagéo, diz-se que o resultado é compativel com a hipétese
de nulidade ao nivel de significancia (a; + as) x 100%, ou com nivel de confianga de [1 — (a; + as)] x 100%.

A aceitagdo de uma hipoétese de nulidade nédo significa ser essa hipdtese verdadeira, significa apenas ser,
do ponto de vista estatistico, consistente com os dados de uma dada amostra. Outras hip6teses alternativas
podem mostrar-se igualmente consistentes. Todavia, a rejeigdo de uma hipédtese de nulidade néo significa que
ela seja falsa.

Como a escolha dos niveis de significancia é arbitraria, deve-se ter em mente que, para pequenos niveis
de significncias, ou seja, para uma regido de aceitacdo grande, menores sdo as chances de rejeicdo de uma
hipotese de nulidade verdadeira, ou de se cometer um erro do tipo I. Esse é o tipo de erro cometido ao se
anunciar uma falsa descoberta, ou seja, ao se tentar estabelecer um efeito que em realidade nio existe. No
entanto, se uma hipétese de nulidade falsa é aceita, cometendo-se um erro tipo II, pode-se perder a chance
de se estabelecer um novo efeito. Grandes descobertas podem ocorrer quando uma hipétese de nulidade ha
longo tempo estabelecida é rejeitada em um experimento.
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5.3. Intervalos de confianca

Um intervalo de confianga para o valor de referéncia (u.) de um pardmetro s6 sera igual a regido de aceitagio
(p1, 1) para as distribuigdes de Gauss ou de Student.
Como (u; € us) dependem do pardmetro da pdf p(u|u.) (Fig. 5.3),

Hs
Py < p < ps) = / p(plpo) dpu =1~ (ar + as)
H1

para um dado u, o valor observado p,,. 56 serd compativel com a condigdo

pr(pts) < fhobs < ps(fs)

de que o valor observado esteja na regido de aceitagéo, se o intervalo [a(,uobs), b(,uobs)] contiver o valor p, ou
seja,
a(MObS) < :uz < b(lu’obs)

Desse modo, os intervalos (u;, us) € (a,b) sdo probabilisticamente equivalentes e, portanto, associados ao
mesmo nivel de confianga.®®

Segundo Neyman, [1 — (a; + as)] é uma estimativa da fragdo de vezes que o intervalo (a,b) conterd um
dado valor de referéncia p..

38Confidence level (CL).
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Figura 5.3: Intervalos de confianca correspondentes ao nivel de confianga (CL) [1 — (a1 + as)] x 100%
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e Intervalos de confianca para as distribuicoes de Gauss e de Student
Para uma distribuigdo gaussiana, associada ds medidas de uma grandeza = (po. = T) cujo valor de
referéncia é 1., e um nivel de probabilidade igual a 0.683 associado ao intervalo (i, — o, o + ), ou seja,

P((po —0) < pu < (o + )] = 0.683

Como os valores de yu; = o — 0 € s = o + 0, em fungdo de p,, sdo dados por duas retas paralelas com
inclinagdo de 7/4 rad, os intervalos (u, us) € (a,b) possuem a mesma amplitude (Fig. 5.4),

b—a=pus—pu & a=T—0 e b=T+o

Assim, os intervalos (uo — 0, 1o + 0) € (T — 0,% + o) séo intervalos de confianga de 0.683%.

O mesmo ocorrera para a distribuig¢do de Student, uma vez que os valores dos limites da regido de aceitacéo,
em funcdo de uo, para qualquer nivel de confianga sdo definidos também por retas paralelas de inclinagio
igual a 7/4 rad,

U1 = o — LSz a=7—t,8%

s = o + tu Sz b=7T+t,sz
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intervalo de confianca de 68,3 % [TR(TB)]
para distribuicao gaussiana
Hg(He)

(M)

“obs
() a =0,16

/ d .
9 / ¢* (1) =1

/ a W b 18

Figura 5.4: Intervalos correspondentes ao nivel de confianga de 68.3% .

U
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5.4. O teste de y? de Pearson

O teste mais utilizado para se determinar a significAncia da estimativa do valor esperado de uma grandeza
cujas medidas obedecem 4 distribuigdo de Gauss foi estabelecido por Pearson, em 1900.

Uma vez que a probabilidade associada as N medidas independentes de uma grandeza z, entre os valores
(1‘1,.%2, .. .,acN) e (xl 4+ dzi,290 4+ dxo, ..., xN + de), é dada por

1 N
—5> 2

dp x e =1 dxiydxsy...dxy

a5 = . . . " e el e . .
onde z; = — H , 4 &€ o valor esperado e o; é o desvio-padrdo da distribuicdo gaussiana, considerando z; como

%
N

coordenada em um espago N-dimensional, a variavel y? = zf estd associada ao raio (r) de uma esfera

i=1
nesse espago,

=) A= = dr=(0)"1ay
i=1
cujo elemento de volume (dV = dzqdzs... dzy o< vV 1 dr) é proporcional a

(XQ)(N/Zfl) dX2
Logo, a probabilidade associada a uma dada sequéncia de medidas,

dp (XQ)N/Q—l e_%x2dx2
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é determinada por uma pdf p(x?|v) para a quantidade x?, denominada distribuicao de x2, dada por (Ap. A.9)

LpO3Y) o (B2 e X/

Nesse contexto, o niimero de medidas N representa o pardmetro v da distribui¢io de y?, denominado
namero de graus de liberdade (dof).

0.14

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

L o I R R MR n .
OO 5 10 15 20 25 30

Figura 5.5: Distribuices de x? para v = 2, 6, 10, 20 e 30 graus de liberdade.
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A figura 5.5 mostra diversas distribuicdes de probabilidades de x? para varios graus de liberdade v, e

evidencia que as distribuigdes apresentam maximos para os valores de y? em torno de v, o qual também & o

valor esperado de x2,%° ou seja,

2
X =v
Se os parametros p e o2 da distribuigdo gaussiana sdo desconhecidos, e os estimadores tiverem sido
determinados pela maximizacdo de In £ = —%XQ, ou pela minimizagio de x?, a partir das condigdes
o 2
N _,
Ou
o 2
e _,
0o?

essas duas equagdes constituem relagbes de vinculo entre as medidas que reduzem o nimero de termos inde-
pendentes na expressio de x? para v = N — 2. Nesse caso, a quantidade x? ndo mais obedece a distribuicdo
de x?, uma vez que as medidas agora obedecem 4 distribuigio de Student (Ap. A.10). Como para um niimero
grande de graus de liberdade a distribuicdo de Student tende & distribuigdo de Gauss, pode-se considerar que

v
o o o o 2
%9Como as medidas z; e, portanto, z; = (x; — u)/o; se distribuem gaussianamente, o valor esperado de x> = E z; pode ser
i=1

calculado como

0 =BG =BG =3 F {(””J‘“) } =Y Bl -w=v

2
i

o
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a probabilidade associada a uma amostra de N medidas de uma grandeza é dada por uma distribuicio de x?
com v = N — 2 graus de liberdade.*°

Se as N medidas sdo distribuidas em A classes cujas frequéncias (n;) obedecem a uma distribuigdo
multinomial, para um grande nameros de dados, tal que p; = f;(6)/N < 1 e n; > 1, a distribuicdo em cada
classe pode ser aproximada por uma gaussiana de variancia igual a f;. Nesse caso, a quantidade y? dada por

obedece a uma distribuigio de 2 com v = M — p — 1 graus de liberdade. Ou seja, o niimero de graus de

M M
liberdade é reduzido pelo nimero de pardmetros p da pdf ajustada, e pela relacdo de vinculo Z = Z n; =
i=1 i=1

N.

Testes de x? associados a histogramas sio chamados também de testes de aderéncia entre distribuigdes
de frequéncias.

Como o valor méximo da distribuicio de x?, para v > 2, é igual ao niimero de graus de liberdade, a idéia
do teste de x? é comparar o valor calculado x2,,, a partir de uma amostra de dados, com o parametro () da
distribuigdo. Assim , se a razdo x?/v, denominada y? reduzido, for préxima & unidade,

XQ

=~
v

% Analogamente, no caso do ajuste de uma funcio que depende de p pardmetros, pode-se considerar que, para uma grande
amostra de dados, a quantidade x? obedece a uma distribuigdo de x? com v = N — p graus de liberdade.
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diz-se que os estimadores dos pardmetros sdo consistentes com os dados, ou que o ajuste de funcio é satisfa-
tério.
A quantificagdo apropriada do teste de 2, para a avaliagdo da evidéncia dos resultados da amostra contra
a hipétese de nulidade, de que os dados sdo distribuidos gaussianamente, pode ser realizada por um teste de
significancia, calculando-se o nivel descritivo (p) da probabilidade de que o valor de x? seja maior que o valor
observado,
o
p(* > Xo) = /2 p(Iv) dx®
Xobs
ou por um teste de hipéteses, determinando-se uma regido de aceitagdo para o valor observado, a partir da
escolha arbitraria dos niveis de significincia o; e ag.
A Tab. 5.1 apresenta valores de v, x2/v e x2/v, para os quais os niveis de significincia a; = p(x? < x?) e

= p(x? > x?2) sdo, respectivamente, 0.01 e 0.99.
as Rglg%cesﬁltﬁl)do—sé grapﬁcamente os’c?ados c?a Tab. 5.1 (Fig. 5.6), pode-se estabelecer que para v = 10 a

probabilidade de que x?/v ocorra entre 0.26 e 2.32 é igual a 98%, ou seja, o nivel de confianga do intervalo
0.26 < x%/v < 2.32 é de 98%.

Assim, para v > 2, valores de x?/v em torno de 1 certamente estario dentro de um intervalo de confianga
de 98%. Enquanto valores muito pequenos indicam que as incertezas foram subestimadas, ou seja, indicam
um acordo bom demais entre a funcdo de ajuste e os dados, valores grandes, maiores que 3, indicam que o
ajuste & muito ruim e podem ser resultantes de estimativas incorretas das incertezas dos dados.

Cabe reforgar a observagio de que o teste de x?, como qualquer teste estatistico, ndo valida nenhuma
hipétese fisica com relagdo a fungdo de ajuste, apenas estima a sua significancia estatistica. Ou seja, nada
indica acerca da melhor relagdo funcional y = f(x) entre duas varidveis = e y, apenas sobre as melhores
estimativas de pardmetros da fungdo a ser ajustada aos dados.
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Tabela 5.1: Valores de v, xi/v e x2/v, tais que a integral da pdf de x? seja igual a 0.01 e 0.99.

v | xi/v | xa/v
1 | 6.630 | 0.0002
2 | 4.601 | 0.010
3 | 3.780 | 0.060
4 | 3318 0073
5 | 3.016 | 0.100
6 | 2.802 | 0.142
7 | 2.639 | 0.179
8 | 2510 | 0.208
9o | 2.407 | 0.232
10 | 2.320 | 0.255
11 | 2.247 | 0.276
12 | 2.184 | 0.207
13 | 2.120 | 0.315
14 | 2.082 | 0.332
15 | 2.038 | 0.348
16 | 2.000 | 0.363
17 | 1.965 | 0.376
18 | 1.933 | 0.389
19 | 1.904 | 0.402
20 | 1.878 | 0.413
21 | 1.853 | 0.423
22 | 1.831 | 0.433
23 | 1.810 | 0.443
24 | 1.790 | 0.452
25 | 1.771 | 0.460
2% | 1753 | \0:468 A
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Figura 5.6: Probabilidades relativas a Tab. 5.1.
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Assim, a Fisica n8o se baseia em testes estatisticos para o descobrimento e estabelecimento de suas leis.
Qualquer nova lei, para ser validada, deve ser compatibilizada com outras leis prévias, teorias e principios ja
bem estabelecidos. S6 assim sdo extrapoladas de seu dominio inicial e, entfo, testadas em outras situagdes.
Esse processo, consolidado por Galileu no séc. XVI, permitiu a Fisica estabelecer um corpo de conhecimentos
sobre a natureza ndo compartilhado por nenhuma outra area da Ciéncia.

5.5. Lancamento de dados

Exemplo
Lan¢amento de dados
ocorréncia de uma face, <= processo aleatorio

valor ou evento (1) (probabilidade - p;)
> a posteriori — li (nz)
; — 111 -
2 8 N—oco \IN

> apriori — p; = —

n=>6
> Z p; = 1 (normalizagéo)
i=1
n=6
. , 1 o
> (1) :ZZ X pi = 6(1+2+3+4+5+6) = 3.5 (média)
=1 21
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Amostra de N langamentos

(N =120
1 1 12 (3 (4 |5 |6
n; | 16 | 19 | 27 | 17 | 23 | 18
€ |20 (20|20 |20 |20 |20
freq. observadas (ff® =n;) — {n1,...,n6}

n=>6
S n=n
=1

frgq. esperadas (™ = Np; =€) — {€1,...,€6}

n=>6

D

=1

n=>6
& =NY pi=Np
1
iln | & | n;
1|16 | 20 | 254
2119 |20 | 361
3127120 729
4117 |20 | 289
5123 |20 | 589
6|18 | 20 | 324
2488

Amostra de N lancamentos
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v

v

As diferencas sfo significativas?

Como caracterizar a discrepancia?

(n; — €;) # 0 (desvio)

n n n
Z(nl —€) = Zni—Zei =0
i=1 i=1 i=1
N N

z:(n2 —¢;)” (ndo suficiente)

=il

Medidas de discrepancia
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" (n; — €;)? " n2
> oy2 = AR L _N=44
=2 2

=1

x* depende de (n — 1) termos independentes
v =n — 1 (ntmero de graus de liberdade )

Teste de x*

18

16

14

12

10

=)

22}

h2

Nent = 300
Mean = 4.939
RMS = 3.108

Chi2 / ndf = 43.59/ 49
norm =26.12+2.317
=4.878+0.199

0 2 4 6 8 10
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No caso de testes de hipoteses, envolvendo medigbes de grandezas fisicas, como na estimativa de um
pardmetro, as hipo6teses alternativas estdo associadas com distribuices de probabilidades do mesmo tipo que
as associadas a hipo6tese de nulidade, ou seja, distribuicbes gaussianas.

Nesses casos, supondo que uma dada hipétese alternativa H, seja verdadeira. Por exemplo, a hipo6tese de
que o valor esperado seja igual a um outro valor g,

H,: E(z) = g
a expectativa de ndo-rejeicdo de uma hipétese de nulidade falsa é dada por
Pa(|t| < tc) = ﬁ

é denominada probabilidade de ocorréncia () de erro do tipo II.

Representando-se as fdp’s associadas as hipéteses de nulidade (p,) e alternativa (p,) em um mesmo
grafico (figura 5.7), nota-se que, para um dado valor critico 7. *!, existe um compromisso entre a escolha de « e
5, devido a justaposicdo das duas distribuicbes, que pode ser expresso por uma relagdo de complementariedade
entre o e 5. Portanto, a maneira de reduzir as chances de ocorréncias de ambos os tipos de erros é diminuir
a zona de justaposicdo das duas distribuigdes, reduzindo a incerteza associada a4 média da amostra, ou seja,
aumentando-se o tamanho da amostra.

N Ze = p+tAZ
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P

Figura 5.7: Distribuigdes de probabilidades associadas a uma hipétese de nulidade H, e a uma hipétese alternativa

H,.
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Testes de hipoéteses envolvem a comparagdo entre duas distribuicdes e
fornecem suporte para avaliar a compatibilidade dessas distribuicées. O
critério para essa avaliagdo é a escolha arbitraria de um nivel de signi-
ficdncia e, para limitar o risco de erros do tipo I, em geral, esse nivel é
fixado em 0.05 e, para decisGes mais conservativas em 0.01.

Testes de significincia estatistica nos quais as hipoteses testadas estdo associadas aos pardmetros de
uma distribuigdo de probabilidades sdo também denominados testes paramétricos, em contraste com os
testes que sdo baseados em hipdteses sobre a forma de uma distribui¢do, os quais sdo chamados testes
nao-paramétricos.

Nesse sentido, os ajustes de funcles sdo testes compostos nos quais fazem-se hipbteses sobre a forma de
distribuicbes e envolvem também a determinagido de um ou mais parametros.
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5.6. Exercicios

5.6.1) O desvio padrdo de uma populagdo é igual a 22. Se uma amostra de 100 elementos dessa populagio
fornece a média & = 115, 8, pode-se afirmar que a média da populagéo é inferior a 120, ao nivel de 5%
de significancia?

5.6.2) As notas {x;} de mecdnica dos alunos de uma faculdade, constitui uma populagdo distribuida normal-
mente com média 3.0 e desvio padrdo 2.0.
A média de uma nova turma de 100 alunos foi de 3.4. Essa nova turma é superior as outras ao nivel de

5% (a = 0.05) de significancia?

5.6.3) Se a freqiiéncia de ocorréncias dos niimeros 5 € 6 em n = 500000 lancamentos de um dado foi de
f: 12:1 , = 168350, esse dado pode ser considerado “honesto”?
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Apéndices

Apéndice A

As loterias sdo formas de tazagdo (aceitas livre-

mente) das camadas menos privilegiadas da soci-
edade.

D. Ruelle

A.1. Eventos equivalentes

Se duas variaveis aleatérias x e y estdo relacionadas por y = f(z) e Y é um conjunto de condigdes (eventos)
sobre a variavel y > e X = {x | f(z) € Y}, diz-se que os conjuntos X e Y sfo probabilisticamente indepen-
dentes, ou que sdo eventos equivalentes, no sentido de que suas probabilidades de ocorréncia sdo idénticas,

LP(Y) = P(X) |

*?Por exemplo, uma relagio do tipo y < a, onde a é uma constante.
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A.1.1.

Distribuicoes de probabilidades de eventos equivalentes

Se a distribuicdo de probabilidades (pdf) associada & varidvel = é f(z) e y = h(z) é uma outra varidvel
aleatoria, por exemplo, y = 1+ x = h(z) e f(x) = x/2 para 0 < x < 2, a funcdo de distribuigdo acumulada

(fd) G(t) associada & y serd dada por

de modo que,

é a pdf de y.
Uma vez que

—— \ ;
h=1(t) z(t)
implica
_dF dx(y) y-—1
9(y) = de dox 2
flz()]
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Esse resultado pode ser sistematizado como,

se y = h(x) for uma fungdo monétona. Pois,

a) f crescente

Il

dG dF dz dx

@ . Ny
Y N ,ay Y

9(y) (@)

b) f decrescente

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAc. 182 UrrimMa SAIR



o) =15 (% <o)
dx

= f(=) @

A.1.2. Valor médio de fungao de uma variavel aleatéria

A principio, para a determinagdo do valor esperado de uma fungdo y = h(z) de uma variavel aleatéria x de
pdf f(z), seria necesséario primeiro, a determinagdo da pdf g(y) de y e, entdo calcula-lo por

(y) Z/OO y g(y) dy

—00

Entretanto, desde que

dx
9(y) = flz(y)] a
W = /Ooyf[w(y)] fly dy
~ [y st v
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A.2. Variaveis aleatorias multidimensionais

Se a um determinado conjunto (sistema fisico) estdo associados alguns atributos (grandezas) {zi,z2...xz,},
e as ocorréncias de seus valores (medidas) sdo aleatérias, a n-upla X = (x1,x2...x,) é denominada variavel
aleatéria n-dimensional ou vetor aleatério n-dimensional.

A pdf das ocorréncias conjuntas de cada combinacdo de valores, associada a uma variavel aleatéria n-
dimensional, é uma fungéo de n varidveis f(x1,x2...xz,) tal que

///f(ml,xgxn) dridxy ... dx, =1
R

onde R é o dominio de definigdo das variaveis.
A partir da pdf conjunta f(z1,z2...2,) , a pdf de qualquer uma das varidveis xj, denominada pdf
marginal de xj, é definida por

//f(a:lmn) dry...drg_1dxgyy ... dey, =1

uma vez que /f(xk) dxy =1
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A.2.1. Variaveis independentes

Duas varidveis aleatérias z e y, associadas as pdf p(x) e A(y) sdo ditas independentes se a pdf conjunta f(z,y)

for dada por

[ f(z,y) = p(x)\(y) |

ou seja, se a pdf conjunta for fatoravel.
Se duas varidveis aleatorias x e y sdo independentes,

pois,

E(z) y

A.2.2. Funcoes de varias variaveis aleatdrias

Se x e y sdo variaveis aleatérias com pdf conjunta f(x,y) e u = U(z,y), a pdf p(u) pode ser determinada
como uma pdf marginal, a partir de uma pdf conjunta g(u,w) de u com outra fungio auxiliar arbitraria **

“Em geral, a mais simples possivel.
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w = W(z,y), ou seja,

o) = [ gluw) du

—00

Assim, se as fungbes U e W admitem inversas,

[ [ st ds ay -

/ / Flz(u, w), y(u, w)] ‘g((zi))' du dw

Oz /0u Oz /0w
onde g(x’y) = det = J(u,w)
(u, w) Bl Gl
é o chamado jacobiano da transformagio
(z,y) = (u,w)

Desse modo,

L9(u, w) = fla(u, w), y(u, w)] |J(u, w)] |

pw) = [ " Pl 1), 3t )] 1 2ty w)]| o

Exemplos tipicos da determinagio de pdf de fungdes de duas variaveis = e y com pdf p(x) e A(y).
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g |

{u:y/x N {x:v
v=2x Yy = uv

Assim,

9(u,v) = p(v) A(uv)|v]
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g(u) = /00 p(v) A(uv) v dv+
0
—/ p(v) A(uv) v dv

A integral acima é denominada integral de convolugao.

Por outro método, se u =x +y
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onde R = {(z,y) | v +y <t}

Assim,

6= [~ dr o) [ 2w

—0o0

A.3. A desigualdade de Markov

Se = & uma variavel aleatéria ndo-negativa, com valor esperado y = F(z) e ¢ é qualquer real positivo,

[Pl>e) < pfe = E@)]e |

Uma vez que

E(m):/ooo$p(ac) dm:/osmp(:n) dm/:oa:p(:n) do

MZ/:Oxp(:U)dxzs/:o p(z) dz = eP(z > €)

A.4. A desigualdade de Chebyshev
Para qualquer variavel aleatéria =, com média u e varidncia o2, e qualquer real ¢,
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[P(lz —pl > ) < 0?/e? |

ou,

[Pz —pl<e) <1-0%/? |

pois, substituindo-se na desigualdade de Markov z por (z — p)?,

E _ 2
P[(:L'—,u)2 > 62] < [(.%' 5 :u) ] — 0_2/52
€
segue-se a desigualdade, desde que (z — p)? > 2 é equivalente ** a |z — u| > .
Essas desigualdades, obtidas a partir de pouquissimas hipéteses sobre o comportamento de uma varié-
vel aleatéria *°, permitem estabelecer limites para probabilidades associadas a determinados intervalos de
defini¢do da variavel.

A.5. A lei dos grandes niimeros

Uma aplicagdo imediata da desigualdade de Chebyshev é na prova da chamada lei dos grandes ntimeros
ou do limite da média das médias, que estabelece:

A média Tny de N wvaridvers aleatdrias independentes
T1,To...TN COM mesma meédia e varidncia tende ao va-
lor esperado u de cada uma das varidvers.

““Definem eventos equivalentes.
% Apenas a existéncia da média e da variéncia.
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lim Pllay —pl<e)]=0

ou seja,
N — oo

N
1
onde i:N:Nin e €>0
1

2

Uma que V(z) = 02> = V(Zn) = 0?/N, segue-se, da desigualdade de Chebyshev,

P[|5N—M|<5)]§1—N7€2

ou seja,

lim Zy=up

N — o0
Assim, a lei dos grandes ntimeros pode ser expressa como

N 00
levlgnmizlfgz/ zp(z) do = (&) = p

—00

N
o= g 35
i=1

Y
_ / " f@)p() do = (f(z))

onde p(x) é a pdf comum as variaveis aleatérias = e qualquer fungdo de x, f(x).
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A.6. Funcoes caracterissticas

A transformada de Fourier (T.F.) de uma pdf p(x),

onde ¢t € um numero real, é chamada funcao caracteristica, ou seja,

, Lp(t) = E(e™) |
Expandindo-se a exponencial e**! em série de Taylor,

(ixt)?  (ixt)? n (ixt)? n

ixt __ :
e =1+azt + 5 + 30 0
implica '
E(e*) =E(1) +itE(x) +
~—~— ~——
(z)=np
2 3
- — E(?) — =E(@®) +...
SN—— 3
(x?)=03+u? (@)
ou seja,

. t*
p(t) =1 + itp — §(U§+M2) +...
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— Propriedades da funcao caracteristica
Se z e y sdo varidveis independentes, p,(t) e p,(t) suas respectivas fungdes caracteristicas e « e /5 séo
nimeros reais, a fungdo caracteristica de z = f(x,y) serd dada por

> ‘pz(t) :px(t)py(t) ‘ sez=r+y

uma vez que

pz(t) —_ E(eizt) — E(eixteiyt) — E(eixt) E(eiyt)
—— —
px(t)  py(t)

> [ py(t) = ePlp.(at)] sey=oax+p

pois,

py(t) = E(e¥t) = E[ei(ce+h)t] = ¢ift p(civat)

> se a pdf de x é gaussiana,
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x
Fazendo-se z = == dz=—
Oz Oz
Assim,
ez,ut oo s
PG(t) — ewwzt 22/2 dz
2 J_ o
ei,utfo':%tQ/Q O (miog)?
= e 2 dz
27 e
o _w?
— € 2 dw=V2rm
ou seja,
p(t) = o/

0

log pa(t) = iut — o2t /2
Para uma distribui¢do normal padrio, N;(0,1),

[o(t) = e /2 |
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A.7. O teorema do limite central

Se {z;} € um conjunto de N variaveis aleatorias independen-
tes associadas & uma mesma pdf p(z), ndo necessariamente
normal, com média e varidncia dados por

E(z:) = p
V(.%'z) = (72
N
A média = = Z x;/N é também uma variavel aleatéria de
i=1

mesmo valor esperado F(z) = yu e variancia V (z;) = 0%/N.

Nessas circunstancias, a variavel reduzida zy = tende a distribuigdo normal padrdo Nz, (0,1), n

0’/\/>

sentido de que
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Uma vez que pz(t) = [p(t/N)]Y,
- Tt
pn(t) =e VN, (\/Nt/g)

Tt
- o))

Tomando-se o logaritmo,

Tt
log pz (1) = ——-— + Nlogp (t/VNo)
g Pz (1) i gp(t/
e, levando-se em conta que,
iyt (0 + %) o
t/VN ) =1 - 2 4.
p( / g + vV No 2NO'2 +
1 (t) JEAE S S T = F T P
0g Pz =— o —
ngN o /*N g /*NJ 2N0'2
ipt ipt (0 + %) 5 }
= - + N = T+ ]+
oV N [ VNo 2N o2
R el T it o N it o ) PV
2 \ No2 VN N 4ANZ2g4
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Assim,

t2
lim  logpzy () = —5
N — oo
U
Nz, (0,1)

A.8. A distribuicao gama

Se z & uma variavel aleatéria distribuida normalmente, segundo N (0, 1) e,

a pdf associada a u é dada por
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Uma vez que a fungdo u(z) ndo é mondtona, sua pdf deve ser determinada como

G(t) =Pu<t)=P(1/2:2<t)

= P(2% < 2t) = P(—2t < 2 < +/2t)

Sabendo-se que I'(1/2) = /7,%° g(u) pode ser escrita como

6 A fungdo gama é definida por

e algumas de suas propriedades sdo:

> F(m—i—l):/ t* et dt = |—t" e_t|zo+x

JOo

V2t
FVE) - F(—vE) = [ palz) dz
—V2t
\
dG 1
o _ 2(2 -1/2 _—u
T =90 = = 2o
u—1/2 .
Te)= [ &l dt
@=[
/OO t*" ' et dt =z T(z)
0
— ——
I'(x)
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Essa distribuigdo é um caso particular da chamada distribuicao gama,

¥(ule) =

a—1

T()©

—Uu

onde « é o parametro da distribui¢do denominado niimero de graus de liberdade.

> F(l):/ e tdt=1
0

> I'(n+1) =n!
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A funglo caracteristica de uma distribuigdo gama é dada por

v

’}/(t) — 1_‘(10()/ ef’LL(l *’Lt) uafl du

ou seja,

A.9. A distribuicao de x?

Se {x;} é um conjunto de N varidveis independentes distribuidas normalmente com média y; e desvio padrédo

oi, a variavel

g BT M
gi
distribuir-se-4 normalmente segundo N'(0,1) e,
22
=3 E =3
i=1 i=1
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estard associada a fungfo caracteristica

ngl ) = gu(t) = (1 —it)~™e
=(1—2)N/2 (a=1/2)

cuja pdf é dada por
§N/2 le
(N/2)

Assim, a varidvel y? = 2¢ (¢ > 0) distribuir-se-4 segundo

9(€IN) = =7(£In/2)

dg

p(x*) = glé(x )]dx

ou seja,

2 \N/2—1 _—x?/2
X“/2 e
ol = LY

2I'(N/2)
Essa pdf ¢ denominada distribuicdo de x? com N graus de liberdade.
O valor esperado de x? pode ser calculado como
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Figura A.8: Distribuicdes de x2, para diversos graus de liberdade.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA Pic. 202 UrrimMa SAIR



(X% = /0 h X p(x*)dx?

(x?)/?
1/2 I//2 o ~ > 7\ 9
_ %/}2)/ X2(X2) /2-1 =X /2dX2
T(v/2+1)/(1/2)7/2+1
Uma vez que I'(x + 1) = 2I'(z), obtém-se
X% =v
A.10. A distribuicao de Student
Se x,T1,72,...... , Ty sdo (n + 1) variaveis independentes e distribuidas normalmente segundo N(0,0), a
variavel
N
Z?:lxzz
n

obedecerd a chamada distribuicao de Student.
Pois, uma vez que a variavel
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onde z; = z;/0, possui pdf igual a

)\ )\ ) /\n/2 e A
a variavel
. 2 2 = 1 9512 2 2 . i 2
u:ZxZ:20 22(0> —O'Z 20° )\
=1 =1 =1
terd pdf
d\(u)
pw) =2 A/

nj2-1 o=u/(26?)
-5 (o5 =5 G=)" o

n 1/2 n
_(Zeam) L e
n= n _n1/2

Além disso, a variavel

N
/—\
\_/
I—I
i
~
N

—_

ou seja,

terd pdf dada por
dn
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ou seja,

2
_
0(77) *0_2 7(2 0_2

;)

2-1
(W>"/ .
2 o
_nn 20 e 252

o2 T(n/2)
n 772
B 2(n/2)n/2 77n—l e 202
o T'(n/2)

Assim, a pdf conjunta de t = x/n e 7 serd dada por

p(x/n,n) = plz(n)] p(n) |nl

ou seja,
2 (E)n/z (22 4+ nn?)
_Vrm \2 n-1 .7 952
0(37/77777) - O'"+1 F(H/Q) n @ ‘77‘
Fazendo-se

n/
- @

o T(nj2) "
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A pdf de ¢ serd dada por

Fazendo-se

ann? =v
2a,m dn = dv - dn 17;}
2ay “vl/2
<n—|—1> n—1
p(t)—%" A /oov 2 e Vdv
0
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Desde que

n+1 n-+1
2 B 2+n\ 2
an 202
n+1 n+1 n+1
< 2 > I ( 2 ) Y\ 2
=2 o n <1+>
n

<n+ 1>
cn 27202 2_n/2 2 2 n"/?

2 /mo"1T(n/2) /7 o™l [(n/2)

a chamada distribuicao de Student com n graus de liberdade é dada por

F<n_2‘_1) (1_”2/”)7 (”‘2"1>

r(3)

pltin) = ——
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0.5
0.45
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0.35
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v—2

N(0,1)
e

Student
v=4

Student
v=10

=5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

pltlv) = AL+ 2y~ + /2

(v — ntumero de graus de liberdade)
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Apéndice B

O fendmeno da radioatividade é o exemplo mais simples de um processo fisico aleatério que pode ser
utilizado para ilustragdo de um método de simulacio direta.

Se a probabilidade (p) de que um ntcleo de um is6topo radioativo decaia em outro niicleo, emitindo uma
particula «, em um pequeno intervalo de tempo dt é dada por

p = Adt

e, inicialmente, existem Ny nicleos, o niimero médio de ntcleos restantes (NV);, ap6és um intervalo de tempo
t, &€ dado pela lei de decaimento exponencial,

(N)y = Noe™™

onde ), a chamada constante de decaimento estd relacionada com a meia-vida *" (7} /2) do is6topo por

A= (10g 2)/T1/2
O fragmento de algoritimo abaixo pode ser utilizado para simular esse comportamento.

N = NO (numero inicial de nucleos)
LOOP de t=0 a T, step dt

Nr = N

LOOP sobre nucleos restantes (Nr)

“TIntervalo de tempo em que o nimero médio de niicleos que decaem & reduzido 4 metade. T2 varia de 3 x 10~"s (s4P0?'?)

até 5 x 10'°anos (60Nd144).
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IF [random(1l) < p] N =N - 1
END LOOP sobre nucleos
WRITE t,N
END LOOP temporal

Esse algoritimo pressupde o conhecimento da quantidade inicial de niicleos, informagéo que néo é experi-
mentalmente factivel.

O Experimento de Rutherford-Geiger

Experimentalmente, para isé6topos com meia-vidas da ordem de horas, ou seja, constantes de decaimentos
da ordem de 10 *s~!, as particulas o emitidas durante certos intervalos de tempo (7 =~ 10s) podem ser
detectadas e contadas. Hsse foi o procedimento realizado por E. Rutherford e Geiger, que observaram o
decaimento de uma amostra de poldnio (Po), em um certo nimero (2608) de intervalos de tempo (7.5s)
pré-determinados.

Uma vez que a quantidade de nticleos é da ordem de 10?3, pode-se considerar que, em cada intervalo de
tempo pré-determinado (7'), muito menor que a meia-vida do isétopo, a probabilidade (p) de detecgdo de
uma particula «, além de ser extremamente pequena, é constante e igual a p = AT, pois o niimero de ntcleos
praticamente ndo se altera.

Desse modo, o nimero (m) de particulas « detectadas obedece a uma distribuigdo binomial que tende a
uma distribuicdo de Poisson.
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