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.1 O teorema de Carnot e a desigualdade de Clausius

Referéncias Bibliograficas







Capitulo 1

Introducao

Tanto do ponto de vista classico como quéntico, a descrigio puramente mecénica do comportamento dos
corpos macroscopicos é praticamente impossivel. Do ponto de vista microscépico, o comportamento dos
sistemas macroscopicos resulta do estado de movimento de suas particulas constituintes, como das moléculas
de um gas ou de um liquido, dos atomos de um s6lido, ou dos elétrons de um metal ou de um semicondutor.

Historicamente, baseando-se em relagdes e leis empiricas, as tentativas de uma descricio sistematica e quan-
titativa do comportamento de sistemas macroscépicos, em interagdo com o meio circundante (vizinhanga) ou
um campo externo, culminaram com a teoria fenomenolédgica da Termodinamica [6, 14, 15, 25, 31,

]. A partir, entao da defini¢do e da medigdo de poucas grandezas e parametros, as chamadas varlavels
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de estado, chegou-se a formulagéo de leis gerais (leis da Termodinamica) que regem o comportamento e
a evolugdo dos sistemas macroscopicos. Entretanto, como qualquer teoria fenomenolégica, a Termodindmica
ndo possibilita a previsdo dos valores de parametros ou propriedades de um sistema, tais como o calor espe-
cifico e a susceptibilidade, nem estabelece as relagdes de vinculos (equagoes de estado) entre as variaveis
de estado.

As investigagbes de Clausius e Maxwell, ao final do século XIX, sobre o comportamento de sistemas
macroscopicos compostos por moléculas ou partlculas gue interagem apenas durante suas colisdes mituas, os
gases moleculares e, posteriormente, os trabalhos de Boltzmann [4, 12, 36], além de coroar a Mecamca
Classica, como o alicerce principal de qualquer teoria fisica interpretativa construida até o final do século
XIX, deram origem a uma descrigdo estatistico-probabilistica dos sistemas gasosos constituidos por muitas
partlculas condicionadas as leis da Mecénica, denominada Teoria Cinética dos Gases. A Teoria Cinética
dos Gases construida sobre hipoteses gerais acerca das interagbes entre as particulas constituintes de um
sistema durante suas colisbes, permite estabelecer a equagdo de estado de um gas molecular a baixa pressdo
e o valor de seu calor espec1ﬁco

Quase que simultaneamente ao surgimento da Teoria Cinética, o refinamento desse procedimento, a partir
também de argumentos estatistico-probabilisticos, mas sem h1poteses ou modelos tedricos sobre as interagées
entre as particulas constituintes de um sistema, gragas principalmente, aos trabalhos de Boltzmann e Gibbs,
estabeleceu-se uma nova teoria interpretativa, n3o apenas para os gases, mas também apoiada na Mecanica
Cléassica, denominada por Maxwell de Mecanica Estatistica [4, 11, 12, 13, 14, ,

, , 47], que além de perm1t1r o calculo de varios parametros de um sistema, poss1b111ta a determmagao

de equagoes de estados e as proprias leis da Termodinamica em processos nos quais a evolugao de um sistema
ocorre por uma sucessdo reversivel de estados de equilibrio, ditos processos reversiveis.
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1.1. Microestados, macroestados e lei zero da Termodinamica

Corpos macroscopicos sdo sistemas com um nimero “muito grande” ' de particulas constituintes cujas
variaveis dinAmicas que os descrevem classicamente, como suas posicbes e momenta, estdo relacionadas
por um pequenc numero de equacles de vinculos. Assim, em geral, é necessdrio também um niimero muito
grande de varidveis dindmicas para a caracterizagdo microscépica de um corpo. Esse niimero, denotado por
, € chamado de niimero de graus de liberdade do sistema. Nesse sentido, corpos macroscopicos sdo ditos

sistemas com muitos graus de liberdade, 2 e um conjunto de variaveis dindmicas que, em um dado instante,
caracterizam um sistema é denominado um microestado.

Para a Mecanica Estatistica, o estado de um sistema em interagdo com o meio externo caracterizado
por pardmetros macroscépicos como a pressdo e a temperatura é denominado macroestado. Os macroesta-
dos de um sistema caracterizam-se por pardmetros que, associados a valores médios de variadveis dindmicas,
apresentam pequenissimas flutuacdes relativas e, sdo ditos em Termodindmica, estados de equilibrio ter-
modinamico. Assim, processos termodinamicamente reversiveis seriam aqueles nos quais a evolugdo de um
sistema dar-se-ia por uma sucessio reversivel de macroestados.

Por outro lado, verifica-se que ndo bastam as condigdes de equilibrio usuais das grandezas mecanicas,
elétricas e magnéticas, para caracterizar o equilibrio termodindmico. O equilibrio termodindmico pressup&e
ainda um outro tipo de equilibrio do sistema com a sua vizinhanga, o chamado equilibrio térmico, que é
caracterizado por uma propriedade macroscépica emergente, essencialmente nido-mecéanica, a temperatura,
A condigdo de equilibrio térmico de um sistema com a sua vizinhancga e a existéncia de um nova grandeza, a
temperatura, para caracteriza-lo, foi denominado por Fowler de lei zero da Termodinamica.

Em principio, a evolugdo de um sistema por uma sucessio reversivel de estados de equilibrio, ou um

! Tipicamente, maior que 10'°.
2 Mesmo para sistemas com poucos graus de liberdade, se a interagio de um sistema com meio circundante n3o é perfeitamente
conhecida, ndo se pode determinar completamente a sua evolugdo ao longo do tempo.
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processo reversivel, deveria ocorrer o mais lentamente possivel, para que as flutuacdes relativas das variaveis
de estado do sistema permanecessem praticamente despreziveis. No entanto, durante qualquer alteracdo das
condigOes externas de um sistema, as particulas constituintes distribuem-se de tal maneira que o chamado
tempo de relaxacao, necessario para que as médias das variaveis dindmicas, que constituem os microestados,
correspondam a um novo macroestado, € muito pequeno, quando comparado aos intervalos de tempo experi-
mentais, medidos em escala macroscopica. Assim, todo processo infinitesimal, do ponto de vista macroscépico,
pode ser considerado como uma sucessdo de estados de equilibrio.

Apesar de nido ser dificil satisfazer a condigdo de realizacdo de um processo macroscopicamente lento,
chamado também de processo quase-estatico, esta é apenas uma condicdo necessaria para a reversibilidade
de um processo. Um processo quase-estatico ndo é necessariamente reversivel. Por exemplo, em um circuito
RC, a descarga do capacitor (C'), inicialmente carregado, sobre o resistor (R) a uma dada temperatura inicial,
pode ser tdo longa quanto se queira, aumentando-se o valor da resisténcia. Como, em cada instante, a carga
armazenada no capacitor, a tensdo em cada componente e a temperatura do resistor tém valores de equilibrio
macroscopicamente definidos, o processo pode ser considerado quase-estatico. No entanto, durante o processo,
a energia inicialmente armazenada no capacitor vai sendo cedida ao resistor, como calor, aumentando a sua
temperatura (efeito Joule). Apds a descarga total do capacitor, quando a carga e a tenséo caem a zero,
se o resistor for resfriado de modo que a sua temperatura volte ao valor inicial, o capacitor permanecera
descarregado. Da mesma maneira, se o capacitor for lentamente carregado, reconduzido ao seu estado inicial,
a temperatura do resistor ndo retornard ao seu valor inicial. Desse modo, o processo de descarga, apesar de
ser realizado por uma sucessdo quase-estatica de estados de equilibrio, nio é reversivel.

Nesse sentido, o processo realizado por um sistema seria reversivel, se a reversdo de suas variadveis de estado
aos valores anteriores ao inicio do processo, acarretasse também o retorno da vizinhanga ao estado inicial, ou
se 0 retorno da vizinhanga ao estado inicial também acarretasse o retorno das variaveis de estado do sistema
aos valores iniciais.

De acordo com as leis da Termodindmica, todos os processos que ocorrem espontaneamente na natu-

reza envolvem efeitos dissipativos, como a troca de calor, o atrito, a histerese ou a difuséo de particulas e,
portanto, sdo irreversiveis. Desse modo, um processo reversivel é uma idealizagdo que se aproxima experi-
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mentalmente, quando um sistema esta envolvido em processos quase-estaticos nos quais pode-se desprezar os
efeitos dissipativos.

No contexto classico, uma vez que a anélise da energia reflete e revela as propriedades gerais de um sistema,
a formulacdo da Mecanica de Hamilton, no espaco de fases, & o ponto de partida para a ampla generalizacio

da Mecénica Estatistica, iniciada pelo fisico austriaco Ludwig Boltzmann (1844-1906), em 1877, e sintetizada
pelo fisico norte-americano Josiah Willard Gibbs (1839-1903), [12] em 1901.

Com os trabalhos de Planck e Einstein, no inicio do século XX, a Mecénica Estatistica passa a ser um
instrumento eficaz e poderoso para a analise de qualquer fendmeno fisico, ndo sé dos gases moleculares. Ambos
chegam a resultados que se tornaram verdadeiros estopins para a grande revolucdo de idéias e concepgdes
ocorrida na Fisica, no inicio do século XX, que culminou nfo s6 com a generalizagdo e a afirmagao da
Mecénica Estatistica, mas também com a criacdo da Mecénica Quéantica, a teoria que a partir de entdo
viria apoiar-se qualquer teoria fisica interpretativa posterior.

1.2. O conceito de energia na Mecanica Quantica

De acordo com a Mecénica Quéntica, a energia de uma particula confinada em uma regido do espaco, sob
a agdo de um campo conservativo, é quantizada, ou seja, os valores permitidos para a sua medida constituem
um conjunto discreto {¢;}, denominado espectro de energia, tal que para cada valor possivel de energia
€; corresponde uma fungdo V;(x,y, z,t), de suas coordenadas espaciais (x,y, z) € do tempo (¢). Diz-se entdo
que cada fungdo V,(z,y, 2, t) caracteriza o estado da particula, associado ao chamado nivel de energia ¢;. Do

Eonto de vista matematico, as funcdes que caracterizam o estado de uma particula, também denominadas
uncgoes de onda, sio solugdes do chamado problema de autovalor de Schrodinger,
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onde H é um operador linear, chamado hamiltoniano, que representa as energias cinética e potencial,
associadas & particula. ®

Se a particula, em um dado instante, encontra-se em um estado particular ¥;, associado ao nivel de energia
€;, qualquer medida de energia posterior resultard no mesmo valor ¢;. Nesse sentido, os estados caracterizados
pelas fungdes ¥; sdo denominados autoestados de energia ou estados estacionarios da particula.

Uma vez que o problema de autovalor de Schrédinger € linear e homogéneo, a Mecénica Quéantica é uma
teoria linear com relagéo aos estados de uma particula, ou seja, os autoestados de energia obedecem ao chamado
principio da superposicao de estados, no sentido que qualquer fungdo W, resultante da superposigao linear

de estados estacionarios (,),

U= Z GV, (estado resultante da superposigdo de autoestados)

onde os coeficientes ¢; sdo numeros complexos, &€ um possivel estado da particula.

Assim, mesmo em um campo conservativo, existem estados da particula que ndo possuem energia definida
pois, de acordo com a interpretacdo probabilistica de Max Born, os coeficientes (¢;) da expansdo linear
determinam a probabilidade de ocorréncia P(e;) de qualquer valor particular ¢; para a energia da particula,
segundo

2
P(e;) = |cil
Desse modo, diferentemente da Mecénica Cléssica, onde qualquer estado particular de uma particula em

um campo conservativo esta associado a um tnico valor de energia, ou seja, a energia é uma constante do
movimento, na Mecédnica Quantica, um estado particular de uma partlcula em um campo conservativo nio

% Bm linguagem matematica, os estados e os niveis de energia de uma particula em um campo conservativo, sio, respectiva-
mente, as autofungdes e os autovalores de seu hamiltoniano.
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estd necessariamente associado a um tinico valor de energia. Apenas estados estacionarios estdo univocamente
assoclados a um possivel valor de energia de uma particula.

Nesse sentido, a energia de uma particula em um campo conservativo néo € necessariamente uma constante
do movimento. O pardmetro que obedece a uma lei de conservagdo é o valor médio da energia.

A rigor, para sistemas ndo-isolados, nem mesmo existem estados estacionarios de energia. No entanto,
para alguns sistemas, pode-se escrever o operador hamiltoniano associado ao sistema como

H(t) = Ho + V(1)

onde H, é o hamiltoniano do sistema na auséncia de qualquer interagdo com o meio externo, e V(¢) é um
termo, usualmente, dependente do tempo (¢), que caracteriza as interagdes do sistema com o meio externo.

Nesses casos, pode-se adotar o ponto de vista de Dirac [10], no qual o termo constante H, determina
os possiveis niveis de energia do sistema, e o termo de interagdo V' (¢) é o responsavel por transi¢des do
sistema entre os possiveis autoestados de energia. O termo de interacio, portanto, acarreta a possibilidade do
sistema se encontrar em quaisquer dos correspondentes estados definidos de energia, ou seja, a probabilidade
de ocorréncia de todos os estados compativeis com os valores de energia permitido pela Mecanica Quéntica.

No caso de sistemas macroscépicos em equilibrio com sua vizinhanga, o termo de interagido é t&o menor
do que qualquer nivel de energia do sistema que a probabilidade de ocorréncia de qualquer estado com uma
dada energia, praticamente, ndo depende do tempo. Nesse sentido, as incertezas relativas associadas aos
diversos pardmetros macroscopicos de um sistema sio tdo pequenas que as previsdes da Mecénica Estatistica
do equilibrio sdo “praticamente exatas”.

Como os fundamentos e os modelos utilizados na Mecanica Estatistica apbéiam-se em principios que en-

volvem a Termodindmica e conceitos probabilisticos, além dos conceitos fundamentais da Termodindmica,
torna-se imprescindivel também o conhecimento de alguns elementos basicos da teoria de probabilidades.
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Capitulo 2

Elementos da teoria de probabilidades

Os fendmenos fisicos podem ser classificados como processos deterministicos ou aleatdrios. Se os efeitos
associados a um fenémeno devido a determinadas influéncias ou causas sdo inequivocamente previsiveis, diz-
se que os processos envolvidos sdo deterministicos. Por outro lado, se os efeitos associados a um fendémeno
ndo sdo exatamente previsiveis, mas podem ser associados a certas expectativas relativas de ocorréncia, os
processos envolvidos sdo ditos aleatorios.

Em geral, a ndo previsibilidade dos efeitos de um fenémeno estd associada a processos complexos que
envolvem a interacdo de um grande niimero de sistemas simples. Nesse sentido, até o surgimento da Mecénica
Quantica, em 1926, as teorias fisicas probabilisticas descreviam fendmenos ou sistemas fisicos que, por envol-
verem um grande niimero de particulas, eram também teorias estatisticas. Assim, o conceito de probabilidade
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estava vinculado ao comportamento estatistico das moléculas de um gas, ou da enorme quantidade de nicleos
que participam do fenémeno da radioatividade.

Como a teoria fundamental da Fisica Classica — a Mecénica de Newton-Galileu — pressupunha que o
comportamento de um sistema com um pequeno ntmero de particulas seria completamente determinado por

suas condicées iniciais, * a aleatoriedade e o acaso em um fendmeno ou em um experimento eram atribuidos a
incapacidade do observador determinar essas condigbes iniciais ou a complexidade dos arranjos experimentais
necessarios para a observagdo dos fendmenos. Em principio, a partir de dadas condigdes iniciais, uma teoria
deterministica permitiria a predicdo de somente um tnico resultado para a evolugdo de um sistema fisico,
enquanto teorias probabilisticas poderiam admitir varios possiveis resultados para a evolugdo de um sistema,

ao associar probabilidades a cada um desses possiveis resultados. 2

2.1. Grandezas e variaveis aleatorias

Se as medidas associadas a uma grandeza nfo sdo inteiramente previsiveis quando efetuadas sob as mes-
mas condigdes experimentais pré-determinadas, diz-se que a grandeza é uma variavel aleatéria. No entanto,
grandezas aleatérias ndo se manifestam de modo totalmente imprevisivel ja que, em geral, seus valores ou
medidas, além de limitados a um intervalo definido, estdo associados a certas expectativas de ocorréncia. A
aleatoriedade, ou a impredicabilidade parcial, significa que a ocorréncia de qualquer valor nfo é previsivel
deterministicamente mas, sim, probabilisticamente, ou seja, a cada valor dentro desse intervalo associa-se uma
expectativa de ocorréncia ou probabilidade.

! As posigdes e velocidades iniciais de suas particulas constituintes.
% Sabe-se hoje que, mesmo para sistemas com poucos graus de liberdade descritos por teorias, em principio, deterministicas,
pequenas perturbagdes iniciais podem dar origem a fenémenos cadticos ndo previsiveis.
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2.2. Probabilidades a priori

A teoria de probabilidades teve sua origem na andlise dos jogos de azar, ao se quantificar a expectativa
de ocorréncia de um resultado associado a um fenémeno ndo previsivel e aleatério, como um jogo de cartas
ou o langamento de dados. Essa quantificacdo foi realizada inicialmente por Pascal e Fermat, em 1654, e

sintetizada por Laplace, em 1814 [40].

Os tnicos resultados possiveis para os lancamentos de um dado sdo os niimeros naturais {1,2,3,4,5,6}.
Para um dado néo viciado, devido a simetria do problema, a probabilidade a prior: atribuida a ocorréncia de
um determinado niimero possivel é igual a 1/6. Assim, a definigdo de probabilidade, segundo Laplace, é dada
pela razdo entre o nimero de casos favoraveis possiveis para a ocorréncia de um evento e o nimero total de
alternativas igualmente possiveis, ou eqiiiprovaveis.

~ Essetipo de célculo ou estimativa é possivel somente em situagdes simples, nas quais os possiveis resultados,
igualmente provaveis, em ntmero finito, so conhecidos a priors.
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Para eventos compostos, mesmo que em ntimero finito, a situagio pode ser mais complicada. Galileu, em
um artigo escrito por volta de 1613, identificou corretamente os 216 resultados equiprovaveis no lancamento
de trés dados, sendo capaz de prever a ligeira diferenca entre as probabilidades dos trés dados somarem 9 e
10. Apesar de cada resultado estar associado a seis partigdes distintas, cada partigdo corresponde a diferentes

multiplicidades.
soma (S) de | particbes | partigdes multiplicidade
trés dados equivalentes
9 (126) 126 — 162 — 216 — 261 — 612 — 621 6
(135) 135 — 153 — 315 — 351 — 513 — 531 6
(144) | 144 — 414 — 441 3
(225) | 225 — 252 — 522 3
(234) 234 — 243 — 324 — 342 — 423 — 432 6
(333) | 333 1
10 (136) 136 — 163 — 316 — 361 — 613 — 631 6
(145) 145 — 154 — 415 — 451 — 514 — 541 6
(226) 226 — 262 — 622 3
(235) 235 — 253 — 325 — 352 — 523 — 532 6
(244) 244 — 424 — 442 3
(334) | 334 — 343 — 433 3

Uma vez que o niumero total de casos possiveis é 216, com um total de 25 resultados possiveis para a soma
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9, e de 27 para a soma 10, as respectivas probabilidades sio dadas por

P(S =9) = 25/216 e P(S = 10) = 27/216

O fato de esse resultado, apesar de conhecido pelos jogadores mais experientes da época, ndo ser por
eles explicado, mostra que eventos compostos podem ser complexos demais para que suas alternativas ou
resultados eqiiiprovaveis sejam diretamente determinados .

A axiomatizagdo da teoria das probabilidades foi realizada no inicio do século XX [g, 28], em 1933, pelo
matematico russo Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987). Segundo Kolmogorov, dado um conjunto
S = {x1,x2,73,.....} dos possiveis resultados independentes de um experimento, * como as medidas de uma
grandeza, a probabilidade P(z;) associada a um dado resultado z; € um nimero real positivo tal que

Zp(m =1

Ou seja, do ponto de vista mateméatico, ndo é necessario atribuir nenhum significado ao conceito de proba-
bilidade; basta que se associe a cada evento (ou resultado independente de um fenémeno), um niimero positivo
menor que a unidade, cuja adigdo sobre todos os possiveis eventos, denominada condi¢cao de normalizagao,
expressa a certeza em se obter um dos possiveis resultados.

3 Na linguagem estatistica, eventos mutuamente excludentes.
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2.3. Probabilidades a posteriori e distribuicoes

A probabilidade de 1/6, que pode ser a prior: atribuida & ocorréncia de um determinado resultado no
lancamento de um dado néo viciado, pode ser obtida, também, a posterior:.

Na distribuicdo de resultados de um grande nimero de langamentos, é possivel verificar que a proporcio
de ocorréncias de cada face é da ordem de 1/6. Diz-se que a distribuigdo de fregiiéncias de ocorréncia nesse
tipo de fenémeno é uniforme.
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face (i) | freq. (n;)
22
16
22
22
17
21

Tabela 2.1: Distribuigdo de freqiiéncias das faces de um dado em 120 langamentos.

S O W N =

A Fig. 2.1 mostra o histograma correspondente & Tab. 2.1, de distribuicdo de freqiiéncias (n;) de cada
uma faces (i) de um dado, resultante da simulagdo de N = 120 langamentos.

Desse modo, a medida que o nimero de langamentos aumenta, a freqiiéncia relativa (f;) de ocorréncia de
uma face 4,
n;
f [ N
aproxima-se cada vez mais de um numero definido entre 0 e 1, nesse caso, igual a 1/6.
Considerando que o ntimero total N de medidas z; de uma grandeza x em um experimento, ou que o
ntimero n; de ocorréncias de um evento seja “suficientemente grande”, a probabilidade de ocorréncia P(x;) da

medida ou do evento em questéo é definida como o limite da razdo entre a freqiiéncia de observagdo do evento
e o nimero total de eventos observados, ou seja, como o limite da freqiiéncia relativa,

P(z;) = lim f; = lim =
(i) ng‘llfZ N1 N
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22f

20f

19[F

17H

Figura 2.1: Histograma da distribuicdo de frequéncias das faces de um dado, correspondente a Tab. 2.1.
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Uma vez que a totalidade dos eventos observados satisfaz a condicdo de normalizacéo

6

i=1
o conjunto {P(x;)} satisfaz o critério de Kolmogorov para probabilidades.

A concepgdo fregiientista de probabilidade a posterior: foi adotada e sistematizada por von Mises, em
1931 [8, 20, 24, 28], e pode ser aplicada mesmo quando o nimero total de eventos possiveis seja infinito,
bastando que a freqiiéncia relativa aproxime-se de um limite experimental.

Logo, o valor médio (1) e a variancia (02), associados aos possiveis valores de uma grandeza =, a partir
de uma amostra de medidas {z;}), podem ser estimados por

N
p=lim 7= ;wz P(z;) = ()
N
o = lim s ;(m ) P(z;) = (z°) — (z)

A raiz quadrada positiva da varidncia, denotada por o, é o chamado desvio-padrao.

Para o caso de grandezas cujas variagbes sdo hipoteticamente continuas, como as coordenadas (z) de uma
pedra atirada aleatoriamente sobre um canaleta, os dados observados, que sdo as medidas das coordenadas,
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podem ser agrupados em intervalos discretos (xj,xy,1), de amplitudes Az = 1 — 2. * Desse modo,
se ny € a freqiiéncia das medidas associadas ao intervalo (zy,xri1), obtém-se o histograma das coordenadas
mostrado na Fig. 2.2.

H

Xk Xk+1 X

Figura 2.2: Histograma das coordenadas (x) de uma pedra e a distribuigdo de freqiiéncia limite.

Assim, a probabilidade de ocorréncia de uma medida da coordenada = em um dado intervalo (zj, zx11)

* BEm geral, mas nio necessariamente, esses intervalos possuem a mesma amplitude.
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é dada pela razdo entre a area (ny - Axy) da parte do histograma correspondente ao dado intervalo e a area

N
total (an Az = A) do histograma, ou seja,

i=1
ng - Az n al
P(ack-<x<a:k+1):jvk7k:f-Axk = ZP($k<x<xk+1):1
anAl’Z k=1
i=1

onde N é o niimero total de medidas.

A representacdo grafica dos termos p(zx) = nji/A associados aos intervalos (zy,xp;1) € denominada
distribuigdo de freqiiéncia normalizada.

No limite de um grande nimero de observagdes (/N >> 1), os intervalos (zy, x;41) ou classes de freqiiéncia

podem ser tais que a amplitude Ax; de cada classe seja td0 pequena quanto se queira. Nessas condigdes, os
termos limites

) Pz <z < xp4q) .oon
= 1 | — k=1,23,...... N 1
P Azpso Axy, e P >

definem uma distribuigdo continua normalizada de freqiiéncias relativas por unidade de medida da coordenada
x, denominada densidade de probabilidade, p(z), para os possiveis resultados continuos de z, tal que a
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probabilidade associada a medida de x entre dois valores a e b é dada por

P(a<x<b):/abp(x)dx

/Imax
x

min

p(z)dz =

onde T, € Tn.. 530, respectivamente, o minimo e o maximo valores possiveis para a medida de x, expressa

a condigdo de normalizacido da distribuicéo.

Desse modo, se x representa as possiveis medidas de uma grandeza fisica, em um dominio D, associada a

uma distribuigdo continua de probabilidade p(x), tal que

/D p(z)dx

/D zp(x)dx

— [ - @) pa)o
D

o valor médio ((z)) de = é dado por

e a variancia (02) por

=1

()

o

2
T
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Do ponto de vista pratico, a varidncia pode ser calculada por

onde
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Além de estar associada a distribuig8o de valores da varidvel x, a densidade de probabilidade p(z) determina
também a expectativa de ocorréncia dos valores de qualquer outra funcdo f(z). Por exemplo, se x representa
as possiveis medidas para o raio de um circulo, os possiveis valores para a area f(r) = w22 estardo associados
também & mesma distribui¢do de probabilidade p(z) para as medidas de z. Assim, o valor médio ((f)) de
qualquer fungdo (f) da variavel aleatoéria x serd dado por

:/Df(:z:pxdx

o2 = /D (f — (F)? p(z) de

e, a respectiva variancia (o), por

Do ponto de vista experimental, as distribui¢Ses de probabilidades utilizadas nos laboratérios pelos fisicos
deveriam ser determinadas a posterior:, uma vez que a aleatoriedade de um processo de medigdo ndo pode
ser descrita ou prevista por qualquer teoria. Entretanto, devido ao préprio grau de desconhecimento em

relagdo ao processo, podem ser estabelecidas distribuigées de probabilidades a prior: (Binomial, Gauss e
Poisson) [1, , 45] tdo gerais que servem de fundamentos para a construgdo dos
métodos estat1st1cos de anallse de dados e para a teoria dos erros.

A definigdo a prior:i de probabilidade é também amplamente usada na fundamentagdo de estudos tedricos,
nos quais sdo utilizados conceitos probabilisticos, como no desenvolvimento da Mecanica Estatistica [4, 15, 20,
, 41, 47] e na Mecanica Quantica [7, 10]. Nesses casos, distribui¢des de probabilidades especiais

(Maxwell Boltzmann, Planck, Fermi- Dlrac e Bose- E1nste1n) adequadas a descrigdo de sistemas de

muitas particulas quase- 1ndepepdentes, sdo deduzidas e mostram-se compativeis com os comportamentos
experimentais observados em diversos sistemas como os gases moleculares a baixa pressio, os elétrons em
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metais e semicondutores e, ainda, em diversos fen6menos, como a variagdo do calor especifico dos sdlidos a
baixas temperaturas e a radiagdo de corpo negro.

Uma abordagem mais geral da Mecénica Estatistica (Gibbs - 1901) [11, 12, 13, 14, 15, 17, 19, 20, 23, 25,

, 35, 36, 37, 43], ao utilizar, também, o conceito a prior: de probabilidade, permite o estabelecimento de

distribuigbes de probabilidades gerais (microcandnica, candnica e gran-candnica) ndo associadas apenas

a gases, pois sdo expressas em termos de varidveis dindmicas que caracterizam qualquer sistema de particulas.

Nesse caso, para cada classe de problema, a partir das formas gerais dessas distribuicdes, € possivel a obtengdo
de uma distribui¢do de probabilidade especifica.

Até o primeiro quarto do século XX, a utilizacido na Fisica do conceito a prior: de probabilidade, estava
associada apenas a impossibilidade pratica da caracterizagido simultanea do estado de todas as particulas de
um sistema com um grande nimero de graus de liberdade. Ou seja, o problema resultava da complexidade
dos sistemas observados [20, 25, 36].

Com o surgimento da teoria da Mecénica Quantica, que utiliza também um conceito a prior: de probabi-
lidade, o ndo determinismo passa a ser uma caracteristica intrinseca da evolucdo ou descri¢do dos fenémenos e
sistemas, mesmos aqueles com poucos graus de liberdade. A Mecénica Quéntica estabelece que, para cada pro-
blema, ha de se calcular uma distribui¢do de probabilidade que contera as informagdes necessarias & descrigdo
do fenémeno estudado [11, 13, 17, 19, 23, 29, 35,
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Capitulo 3

Elementos de Termodinamica

A Termodinimica é uma teoria fenomenolégica baseada em leis que relacionam ou restringem as proprie-
dades macroscopicas associadas a um sistema fisico, como um gas contido em um recipiente, um liquido em
ebulicdo ou um sélido cristalino sob a agdo de um campo magnético, e regem a evolugao e o comportamento
do sistema. Para a Mecénica Estatistica e para a Teoria Cinética dos Gases, as propriedades macroscopicas de

um sistema resultam de médias estatisticas de algumas grandezas associadas aos constituintes do sistema. *

! Nesse sentido, a Teoria Cinética dos Gases relaciona a temperatura e a pressdo com a energia cinética média das moléculas
de um gas.
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3.1. Variaveis e equacgoes de estado

Do ponto de vista mecénico, o (micro)estado de um sistema em um dado instante é completamente caracte-

rizado pela posigdo e momentum de cada uma de suas particulas constituintes. Como um corpo macroscopico
é composto por um niimero muito grande de particulas, é praticamente impossivel a defini¢do de um estado
para tal sistema.

A Termodindmica, entdo, introduz grandezas emergentes, como a temperatura (7') e a entropia (S),
nédo presentes na Mecéanica e no Eletromagnetismo, necessarias para caracterizar a evolugéo e o equilibrio dos
sistemas macroscépicos em interagdes entre si, com campos externos ou com a vizinhanga que os cercam. >

Para a Termodinamica, o estado de um corpo macroscopico é definido a partir de um reduzido nimero de
grandezas associadas ao sistema ou ao meio externo, as variaveis de estado, tais como

2 Considera-se que as interagbes com o meio externo, através de um campo, sdo de longo alcance e, com a vizinhanga, de curto
alcance, por contato ou troca de particulas.
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e nimero de particulas (V) e potencial quimico (u)

e energia interna (U) e densidade de energia (u)

e entropia (.5) e volume (V')

e temperatura (7') e pressdo (P)

e densidade (p) e concentragio (n)

e calor especifico (c) e capacidade térmica (C)

e campo magnético (H) e campo elétrico (£)

e momento dipolar magnético (m) e momento dipolar elétrico (p)
e magnetizagio (M) e polarizagio (P)

e permeabilidade (u) e susceptibilidade ()

A evolugédo do estado de um corpo é caracterizada pela alteracdo de algumas varidveis de estado que, em
geral, derivam de agles e propriedades mecanicas ou eletromagnéticas, e podem estar associadas a realizagio

de trabalho (W), como na expansdo de um gas (W = PdV) ou na magnetizagdo de uma substéncia
paramagnética (W = — [ HdM).

3.1.1. A equacgao de Clapeyron

A chamada equagdo de estado do gas ideal, equacao de Clapeyron, relaciona as variaveis de estado
que descrevem a evolugdo de um gés ideal molecular ndo magnético com n mols, em equilibrio térmico a
temperatura T e pressdo P, contido em um volume V, por

[PV =nRT] (3.1)
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onde R ~ 8315 J/mol.K = 1,986 cal/mol’C é a constante universal dos gases ou constante de
Regnault.

Expressando-se o niimero de mols (n) de um gas como n = N/N,, onde N & o niimero total de moléculas
no gas, e N, ~ 6,022 x 10?® & o nimero de Avogadro, a equagio de Clapeyron é usualmente escrita como

PV = <R> NT=NkT (3.2)

N

A

onde k = R/N, ~ 1,38 x 10723 J/K & a constante fundamental, denominada constante de Boltzmann,

implicita na definicdo de entropia de Boltzmann, em 1877, mas explicitada por Planck, somente em 1900,
ao calcular a entropia de um conjunto de osciladores harménicos em equilibrio térmico com a radiagdo no
interior de uma cavidade, a chamada radiagdo de corpo negro.

A equagdo de Clapeyron descreve o comportamento de gases moleculares a temperaturas ndo muito baixas,
e a baixas pressdes e densidades, no chamado limite classico de um géas molecular (Sec. 3.7).

3.1.2. A lei de Curie

Um outro exemplo de equacdo de estado é a lei de Curie, a qual estabelece que a susceptibilidade magnética
(x) de uma substéncia paramagnética é inversamente proporcional d temperatura, de modo que a relagdo
entre as variaveis de estado que descrevem a evolucdo de um sal paramagnético ideal, em equilibrio térmico
a temperatura 7', com magnetizagdo M, sob a acdo de um campo magnético H, é dada por

g
M=0CZ (3.3)
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onde C é a constante de Curie. 2

3.1.3. Propriedades extensivas e intensivas

As grandezas ou variaveis de estado, definidas macroscopicamente, com relagdo a um corpo, como o volume,
a entropia e a magnetizagdo, que dependem da massa ou do ntimero de constituintes do corpo, sdo ditas
grandezas, variavels ou propriedades extensivas; aquelas como a pressdo, a densidade, a temperatura, o
potencial quimico e a permeabilidade, que ndo dependem da massa ou do niimero de constituintes do corpo,

sdo ditas grandezas, varidveis ou propriedades intensivas.

A caracteristica fundamental de uma variavel extensiva é a aditividade. Ao dividir um sistema com N
particulas em equilibrio térmico a temperatura 7" e pressdo P, em um volume V, energia U e entropia S,
em duas partes 1 e 2, enquanto as varidveis intensivas (7' e P) ndo se modificam, as extensivas modificam-se

obedecendo as relagdes

N = N1+ N»
V=W+W
U=U;+U,
S =5 +5

Um sistema para o qual suas propriedades intensivas sdo uniformes em todo o seu volume, ou variam sem

3 Apesar de a Termodinamica nio precisar fazer mengéo i estrutura molecular dos corpos, a equagio de estado de Clapeyron
ou a lei de Curie, tanto do ponto de vista experimental como teérico, se apéiam na hipétese atémica da matéria.
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descontinuidade, é dito um sistema 'homo%éneo. Um sistema heterogéneo é aquele constituido por dois
ou mais sistemas homogéneos, denominados tfases. Assim, um sistema homogéneo é dito também, monofasico.

Nesse sentido, os diversos estados de agregacio de uma substancia sdo referidos também como as fases
s6lida, liquida ou gasosa, e as mudangas de estado como transicoes de fase e, enquanto que néo existe mais
do que uma fase gasosa, pois qualquer substancia no estado gasoso sempre resulta em mistura homogénea,
pode haver varias fases liquidas ou sélidas.

Em geral, quando uma propriedade intensiva associada a uma substancia, como a densidade ou a suscep-
tibilidade magnética, tem um comportamento que pode ser associado a dois estados macroscopicos distintos
de um s6lido, diz-se que a substancia apresenta duas fases, e a mudanga de um estado para outro é referida
também como uma transicdo de fase.

3.2. 12 e 2¢ leis da Termodinamica para sistemas fechados

Se a evolugdo do estado de um corpo néo envolve a realizagdo de qualquer forma de trabalho, nem de ganho
ou perda de suas particulas constituintes, diz-se que o corpo absorve ou cede calor (). Convenciona-se que
o calor absorvido por um corpo é positivo, e o calor cedido é negativo. Hssa convengio é compativel com a
definig8o calorimétrica de calor, como

[@=CAT]

onde C é a capacidade térmica do corpo, a qual caracteriza a susceptibilidade de um corpo a variagdo de

sua temperatura, em resposta a absorgdo ou perda de uma pequena quantidade de calor. “ Se a transformacéo
sofrida por um corpo nao envolve a troca de calor, o processo é dito adiabatico.

* Como a quantidade de calor que se deve ceder ou retirar de um corpo, para uma dada variagio de temperatura, depende do
modo pelo qual o processo ocorre, deve-se distinguir entre as capacidades térmicas a volume constante (C,, ), a pressdo constante
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Inicialmente, o calor foi relacionado a um fluido — o_caldrico — que se transferia de um corpo para outro,
em virtude da d1ferenga de temperatura entre ambos. No entanto, apds as consideragdes do conde americano

Earl Rumford (1753-1814), em 1798, e do inglés Humphry Davy, em 1799, sobre a natureza do calor, o
comportamento dos corpos macroscopicos, do ponto de vista termodindmico, passou a ser caracterizado como
processos que envolviam a troca de calor ou a realizagdo de trabalho.

Apesar de ainda basear-se no conceito de calor como um fluido, o engenheiro francés Sadi Carnot, em
1824, descobriu as limitagdes nas transformacdes de calor em trabalho, a partir das quais Kelvin, em 1851, e
Clausius, em 1854, estabeleceram a hoje chamada 22 lei da Termodinamica.

Mesmo com as consideracdes de Rumford e Davy, somente apés R.J. Mayer, em 1842, associar o calor a
energia, e com os trabalhos do inglés James Prescott Joule (1818-1889), entre 1843 e 1849, Helmholtz e Kelvin,
em 1848, enunciam a 12 lei da Termodinamica, generalizando o conceito de energia. A equivaléncia entre
a escala de unidade calorimétrica de calor (calorias — cal), e a de trabalho (joules — J), foi estabelecida por
Joule. °

A percepgio de que o conceito de calor é de natureza estatistica, sendo a energia cinética aleatoriamente
distribuida entre os constituintes de um sistema gasoso foi estabelecida por Clausius, em 1857, com a Teoria
Cinética dos Gases.

Um sistema com niimero fixo de particulas constituintes é dito um sistema fechado. Se o sistema
troca particulas com o meio externo é dito um sistema aberto. Assim, enquanto sistemas abertos trocam
particulas e energia com o exterior, sistemas fechados sdo aqueles que trocam apenas energia, na forma de
calor e trabalho, com o meio externo. Nesse sentido, sistemas isolados néo trocam partlculas nem energia
com o exterior.

(Cp), a magnetizag8o constante (C,,) ou a campo magnético constante (C,,). De modo geral, representa-se a capacidade térmica
como (', onde X é o pardmetro que permanece controladamente constante em um processo.
51 cal = 4,186 J.
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Para sistemas fechados, a 12 lei da Termodindmica relaciona a variagdo (AU) da energia interna (U) com
o calor total (Q) e o trabalho efetivo (/) envolvidos na interagdo do sistema com o meio externo, °

=Q - (12 lei)

Assim, a variagdo da energia interna de um sistema em processos adiabaticos é dada pelo trabalho realizado

pelo sistema, isto é
[AU = Woa ]

Para sistemas isolados, a 12 lei expressa o principio de conservacdo da energia.

= = (sistema isolado)

ou seja,

‘ A energia interna de um sistema isolado constante. ‘

~ Enquanto a 1% lei ndo limita a transformagéo integral do trabalho realizado por um sistema em calor, e
vice-versa, a 22 lei impde limites & conversdo de calor em trabalho e, geralmente, é enunciada de dois modos

8 Em geral, quando o trabalho realizado por um sistema & positivo, a energia do sistema diminui.
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equivalentes, devido a Kelvin, Planck e Clausius. *

> Ndo € possivel a realizagdo de um processo no qual o Unico

resultado seja a absor¢do de calor por um corpo e a sua total

conversdo em trabalho (Kelvin-Planck). )

(22 lei)

> NdGo € possivel a realizacdo de um processo no qual o Unico

resultado seja a transferéncia de calor de um corpo a outro de
mator temperatura (Clausius).

A 22 lei determina a dire¢do na qual a evolugdo de um processo pode ocorrer. Assim, nem toda evolugdo
compativel com a 12 lei satisfaz as condi¢bes adicionais impostas pela 22 lei.

Enquanto a energia interna é uma propriedade que caracteriza o estado de um sistema, — uma variavel de
estado —, o calor e o trabalho sio quantidades definidas apenas quando o sistema participa de um processo,
ou seja, quando ocorre a variagdo de alguma varidvel de estado. Por isso, estdo relacionados pela 12 lei a
variacdo da energia interna. O calor e o trabalho, entdo, dependem da evolugdo ou do processo que o sistema
estd envolvido. Nesse sentido, ao utilizar-se as leis da Termodindmica, além da necessidade de se analisar o
carater reversivel ou irreversivel, deve-se também levar em conta, se os processos sdo isotérmicos, isométricos,
isobaricos, adiabaticos, isentrépicos ou politropicos.

" Um terceiro enunciado deve-se a Carathéodory, em 1909.
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3.3. Entropia e irreversibilidade

A partir da definigdo de uma nova variavel de estado — a entropia — pode-se caracterizar a irreversibilidade
dos fenémenos macroscopicos e expressar a 22 lei da Termodindmica de modo mais direto e afirmativo. Sua
definicdo baseia-se nas andlises de Carnot sobre o funcionamento das maquinas térmicas, como os motores a
vapor das antigas locomotivas (Ap. .1).

A entropia (5) de um sistema, introduzida por Clausius, é uma variavel de estado extensiva cuja variagdo
total (AS) pode ser expressa como
AS = A*Svext + A*S’int

onde AS,,, € a parte da variagdo devida a interagdo com a vizinhanga, e AS;,., a parte devida a mudangas
ocorridas no interior do préprio sistema.

Segundo Clausius, a variagdo de entropia (AS.,.) de um sistema fechado & temperatura 7', ao receber
reversivelmente uma pequena quantidade de calor (), é proporcional ao calor recebido, ou seja, ®

)
ASext - T

Por outro lado, a variagdo de entropia (AS,,,) devida a processos internos nunca é negativa. E positiva
para todos os processos que ocorrem espontaneamente, denominados por Planck processos naturais, e nula

8 Considerando-se que o calor recebido por um sistema é positivo, e o calor cedido é negativo. A variagdo de entropia devido
a interagGes com a vizinhanga pode ser devida também & troca de parti culas.
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para os chamados processos reversiveis, ou seja, a entropia de um sistem devido a processos internos nunca
diminui. ,

Desse modo, pode-se expressar a 22 lei da Termodindmica como um principio de irreversibilidade macros-
copica.

A entropia de um sistema 1solado nunca decresce.

Ou, equivalentemente, como enunciado por Gibbs,

O estado de equilibrio de um sistema 1solado € um estado de entropia mdzrima.

De acordo com a 22 lei, para processos reversiveis e variagdes infinitesimais a uma dada temperatura 7,
a 12 lei pode ser expressa como (Gibbs - 1873)

rev — T — _ (3.4)

onde d@..., é o calor envolvido, dS & a variagdo de entropia, dU é a variagdo de energia interna, e dIWV é o
trabalho realizado pelo sistema sobre o meio externo.

Como a entropia é uma varidvel de estado, Clausius considera que a variacdo de entropia de um sistema
que participa de qualquer processo (reversivel ou ndo-reversivel) entre um estado de equilibrio inicial i € um
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estado equilibrio final f, pode ser calculada por

fdQ

onde d( representa o calor recebido ou cedido pelo sistema em uma possivel evolucdo reversivel.

(3.5)

rev

Assim como a energia interna, do ponto de vista da 12 e da 22 lei da Termodin&mica, a entropia s6
é definida a menos de uma constante, ou seja, apenas variagdes de energia interna e entropia podem ser
determinadas por essas leis. A chamada 32 lei da Termodindmica atribui um valor minimo a entropia,
definindo uma escala absoluta.

3.3.1. Entropia em transicoes de fase

Durante uma transigdo de fase, como na fusdo do gelo em 4gua, a pressdo e a temperatura permanecem
constantes, até que toda a massa da substancia se tenha fundido. Sendo 7', a temperatura de fuséo do gelo a

uma dada presséo e, sabendo que, a quantidade de calor, transferida a substancia em sua fase sélida (gelo),
necessaria para a mudanca de estado é proporcional a massa m da substancia a ser derretida,

Q = mL,
onde L, é o calor latente de fusdo do gelo, a variagdo de entropia (AS) da substdncia pode ser calculada
por
Q mL
AS = = = £
T T

F F
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Assim, a variagdo de entropia ao se fundir 1 kg de gelo & pressdo de 1 atmosfera, quando L, = 79,6 cal/g, é

da ordem de

79.6 x 103
AS = - "~ 9291 cal/K = 1218 J/K
S 273,15 91 cal/ 8J/

3.3.2. Entropia em uma expansao livre

Quando um gés molecular, no interior de um recipiente rigido e adiabatico, inicialmente confinado em um
volume V;, & permitido expandlr se livremente de modo a ocupar o volume total Vr do recipiente, o processo

(adiabatico) é irreversivel.
Nesse processo de expansdo livre de um gas, conhecido como experiéncia de Joule, a temperatura (T)
do gas, para baixas densidades, permanece praticamente constante. Nessas c1rcunstanc1as a variagdo de sua

entropla pode ser calculada a partlr de uma imagindaria evolucdo isotérmica reversivel de um gés ideal entre
os volumes V; e Vy.

Como a variagdo da energia interna de um gas ideal € nula em processos isotérmicos reversiveis, o calor
envolvido nesse processo imagindrio é igual ao trabalho isotérmico. Desse modo, pode-se expressar a var1agao
de entropia como

Wisot

T
f Vs
Wisot:/ PdV:Nk'T/ g:Nk‘Tln (Vf>
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Assim, a variag8o de entropia do gas é dada por

V
AS =S¢ —S;=NkIn <Vf> >0 (expanséo livre — V; > V})

%

Esse exemplo ilustra o modo pelo qual pode-se calcular a variagdo de entropia (AS,;..) de um sistema em
um processo qualquer. Imagina-se um processo reversivel que leve o sistema do estado inicial (i) ao estado
final (f), e determina-se a quantidade de calor envolvida no processo, a partir da variagdo da energia interna
do sistema e do trabalho necessario para realizar tal evolugdo. °

Apesar da variacdo de entropia de um sistema em um processo irreversivel poder ser calculada a partir de
um processo reversivel, a diferenca estd na variagdo de entropia (AS,;,) da vizinhanga do sistema. Para um
processo reversivel, a magnitude da variacdo de entropia da vizinhancga é igual a do sistema,

’ASViZ| = |ASsist|
Para um processo ndo-reversivel, as variagoes devem ser tais que satisfagam a 22 lei,
A‘S'viz + ASsist > O

3.4. Calores especificos dos sé6lidos e dos gases

Apesar de determinar a variagido de temperatura de um sistema em processos que envolvem apenas a troca
de calor, a capacidade térmica (C') de um corpo é uma propriedade extensiva que, além da massa, depende

® Em alguns caso, imaginar tal processo reversivel torna-se muito dificil.
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também de sua natureza. Definindo-se o calor especifico (¢,,), por

C
B = —
m
e, o calor especifico molar (c), por 10
C
c= —
n

obtém-se propriedades intensivas, que caracterizam cada substancia composta ou elemento quimico, indepen-
dentemente da quantidade de amostra da substéncia que constitui o corpo.

A pressio atmosférica normal (1 atm), o calor especifico da 4gua tem um valor praticamente constante,
no intervalo de 0 a 100 °C, igual a 1,000 cal/g C.

Para os liquidos, que sdo praticamente incompressiveis, experimentalmente, é mais facil determinar-se
o calor especifico a pressdo constante do que a volume constante. No entanto, teoricamente, é mais facil
determinar-se o calor especifico a volume constante, pois ndo se precisa levar em conta a dilatacdo térmica
do corpo. De acordo com as 12 e 22 leis, para um sistema com numero fixo de particulas, em processos
reversiveis, tais que o trabalho realizado s6 envolve a pressdo e o volume, pode-se escrever

dQ.., = dU+ PdV =TdS
= d(U + PV) - VdP = TdS (3.6)

1% Do mesmo modo que para a capacidade térmica, deve-se distinguir calores especificos a volume constante (cy ), a pressédo
constante (¢, ), a magnetizagdo constante (c,,), a campo magnético constante (c,,) ou, em geral, a um paradmetro X constante

(cx):
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Desse modo, a capacidade térmica a volume constante é dada por

_dQ|  [oU B as
Cv—ﬁv = <8T>V = T(8T>V>O

e, a capacidade térmica a pressao constante, por

o2 _ D] 1 () 5o
P P P
Substéncia | c (cal/g’C) | p(g/mol) | c (cal/mol’C)
Aluminio 0,215 27,0 5,82
Carbono 0,121 12,0 1,46
Cobre 0,0923 63,5 5,85
Chumbo 0,0305 207,0 6,32
Prata 0,0564 108,0 6,09
Tungsténio 0,0321 184,0 5,92

Tabela 3.1: Calor especifico molar de alguns sélidos.

Para os sélidos, os calores especificos a volume e a pressdo constantes sdo praticamente iguais e, desde
1819, Dulong e Petit mostraram que o calor especifico molar (c) das substancias sélidas, principalmente dos

metais, & temperatura ambiente, era uma constante da ordem de 6 cal/mol C (Tab. 3.1), ou seja, ¢ ~ 3R.
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Esse comportamento exibido pelos metais, denominado lei de Dulong-Petit, foi utilizado para corrigir as
massas atdmicas de varias substancias.

(=)

0.8

0.6

04—

0.2

T 14 (TLD)

Figura 3.1: Variagdo do calor especifico molar com a temperatura.

Com a obtengdo de baixas temperaturas, além do desvio ja acentuado do carbono, desvios no comporta-
mento dos préprios metais mostraram que os valores dos calores especificos diminuiam acentuadamente com a
temperatura abaixo de um valor critico (7, ), denominada temperatura de Debye (Fig. 3.1). Esse fato explica
o desvio da lei de Dulong-Petit exibido pelo carbono pois, enquanto a temperatura Debye do chumbo é 88 K,
muito abaixo da temperatura ambiente normal, a do carbono é da ordem de 1860 K. Portanto, a temperatura
ambiente, o carbono encontra-se muito abaixo de sua temperatura critica.
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Para os gases, que sdo substancias facilmente compressiveis, deve-se fazer a distingdo entre os calores
especificos a volume e a pressdo constantes. Assim, para um gés ideal, cuja energia interna depende do
namero de moléculas e da temperatura, pode-se escrever a 12 lei para um processo reversivel, no qual nio se
altera o ntimero de moléculas, como

dQ.., = C,, dT + PdV

e, de acordo com a equagdo de Clapeyron (PV = nRT),

do dP
erev_(Cv +nR)dT_VdP —> diTre —Cv—i—nR—VdiT

v

o que implica que a relagdo entre os calores especificos molares para um gas ideal & dada pela relagao de
Mayer.

c, — ¢, =R

A relagdo de Mayer expressa o fato de que para um gés, é mais ficil variar a temperatura em um processo
a pressdo constante, do que a volume constante.

Apesar das pequenas discrepancias com a relagdo de Mayer mostradas na Tab. 3.2, as grandes discrepancias
apresentadas pelo valor do parametro v = ¢, /¢, indicam que, para um ntmero fixo de moléculas, apesar de
s6 depender da temperatura, a energia interna (U) de um gas praticamente ideal, determinada por **

T
U:n/ c, dT’
0

1 A rigor, a energia interna & definida a menos de uma constante arbitraria (U,), do mesmo modo que a energia de uma
particula em um campo conservativo. Como a energia interna do gas ideal é proporcional a temperatura, usualmente, arbitra-se
que U, =U(T =0) = 0.
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Gés | ¢, (J/molK) | ¢, (J/molK) | ¢, — ¢, (J/molK) | v=c¢,/c,
He 20,9 12,6 8,3 1,659
Ar 20,9 12,5 8,4 1,672
Hg 20,9 12,5 8.4 1,672
0 29.3 20,9 8.4 1,402
co 29,3 21,0 8,3 1,395
Cly 34,1 25,1 9,0 1,359
S02 40,6 31,4 9,2 1,293
Coli 51,9 43.1 8,8 1,204

Tabela 3.2: Relagao entre os calores especificos molares de alguns gases.

néo é uma funcdo universal, ou seja, depende da natureza do gas.

Para os gases monoatémicos, o calor especifico molar a volume constante e a energia interna sdo dados

por
3
CV = §R
para os gases diatdmicos, por
5
CV = iR

3

3

= °nRT = SNKT
U = nRT = Nk

5 5
= —nRT = -NET
U 2nR 5
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e, para gases poliatdmicos, por

¢, > 3R = U >3nRT =3NkT (gases poliatémicos)

Levando-se em conta a hipétese atomica, O calor especifico representa a capacidade de uma substéancia
absorver energia (calor) estatisticamente, em nivel microscépico, que ndo pode ser expressa pela realizagdo de
trabalho macroscépico. Nesse sentido, gases constituidos por moléculas diatémicas teriam maior capacidade de
absorver energia do que aqueles constituidos por moléculas monoatémicas. De fato, a primeira explicagdo para
as diferencas dos valores dos calores especificos dos gases, baseada na Teoria Cinética dos Gases, foi feita por
Clausius, em 1857, ao supor que, além da energia cinética de translacio, a energia de uma molécula poderia
conter termos devido a rotagdes e vibragdes da molécula, ou seja, tinha-se que admitir que as moléculas
tivessem estrutura interna, ndo fossem apenas particulas. Do ponto de vista mecanico, diz-se que uma
molécula, além dos graus de liberdade associados a translacdo, pode possuir também outros graus de liberdade,
como os associados a rotagdo e a vibragéo.

De acordo com o valor experimental do calor especifico molar, a energia média da moléculas ({(¢)) de
uma gés ideal monoatémico é dada por

u 3
= —=-kT
&) =% =3
e, levando-se em conta a equagdo de Clapeyron, Eq. 3.1, pode-se expressar a pressio como
2U0 2
=S o0 = U
3V 3

ou seja, a pressdo de um gés ideal molecular monoatémico é proporcional & densidade de energia (u = U/V).
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3.5. Potenciais quimicos e termodinimicos

A energia de um sistema de particulas pode ser alterada também ao se adicionar ou subtrair novas particulas,
distintas ou de mesma espécie, como ocorre em uma reagdo quimica. O potencial quimico (u) foi introduzido

por Gibbs, em 1875, ao tratar as reagfes quimicas como processos termodindmicos, expressando a variagdo
da energia interna de um sistema, em processos reversiveis, como

dU = TdS — PdV + > _ j1;dN;

onde P e V sdo a pressdo e o volume, IV; é o niimero de particulas do tipo i, e u; € o potencial quimico
associado, que representa a energia necessaria para variar de uma unidade o ntimero de particulas do tipo <.

Essa expressdo mostra que a energia interna (U) de um sistema, para um processo reversivel, &€ uma fungio
monotonicamente crescente da entropia (.5), ou seja,

oU
il =T
(5s), -7 >0

onde X representa o volume (1), a magnetizagdo (M), a polarizagdo (P), o nimero de particulas (N) ou
qualquer outra grandeza extensiva associada ao trabalho realizado pelo sistema sobre o meio externo.

Para sistemas simples com apenas um tipo de particula, para os quais o trabalho pode ser expresso apenas
pela variagdo do volume, levando-se em conta que a energia interna (U) é extensiva e, portanto, fungio natural
das varidveis extensivas (S, V, V), ao se multiplicar as varidveis extensivas associadas por um pardmetro real
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A, implica

AS =8
AV =V —  NU=U(5,V,N
AN = N’

Derivando a expressdo anterior com relacdo ao pardmetro A, uma vez que as variaveis intensivas nédo se
alteram, obtém-se

_dU'_ourds’ ourdv' | oU' AN’
dN 958 d), 9V AN ON’ d)
o S N

T S -P V M N

U

=TS - PV +uN

Assim, o potencial quimico pode ser determinado por

1 1 G

onde FF=U — TS éafuncao de Helmholtze G =U — TS5+ PV = F + PV = uN é a fungao de Gibbs.

O significado das funcdes de estado F' e GG, também introduzidas por Gibbs, em 1875, é analogo ao da
energia potencial de uma particula em um campo conservativo. 12

Considerando que, a variagdo de entropia de um sistema em um processo de troca de calor com o meio
externo, pode ser escrita como

AS ==+ AS,,
T+ in

2 Onde a variagio de energia potencial é igual ao trabalho.
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pode-se expressar a 12 lei como
TAS —TAS,., =AU+ W

Uma vez que AS,,, nunca é negativa, implica que
AU <TAS -W (3.7)

ou seja,

O estado de equilibrio de um sistema 1solado € um estado mo qual
a energia interna assume um valor minimo.

A funcdo de Helmholtz, também chamada de energia livre, para pequenas variagdes pode ser expressa

como
AF =AU — SAT —TAS

De acordo com a Eq. 3.7, obtém-se
AF < -SAT-W

Assim, para processos isotérmicos reversiveis, o trabalho realizado por um sistema é dado pela variagéo

da fungio de Helmholtz.
[[ isot — _Kz

Por outro lado, para sistemas nos quais o trabalho é dado por PdV, resulta que
AF <0 (V,T constantes)

ou seja,
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O estado de equilibrio de um sistema em processos 1S0tErmicos e 1Sométricos € um
estado no qual a fungdo de Helmholtz assume um valor minimo.

Analogamente, expressando-se a fungdo de Gibbs como
AG = AF + PAV + VAP

obtém-se
AG < -SAT - VAP

e, para sistemas nos quais o trabalho é dado por PdV, resulta que
AG <0 (T, P constantes)

ou seja,

O estado de equilibrio de um sistema em processos isotérmicos e 1sobdricos € um
estado no qual a funcdo de Gibbs assume um valor minimo.

Essa é a origem para referir-se as fungdes de Gibbs e Helmholtz como potenciais termodinamicos.

3.6. A 3 lei da TermodinAmica

Diferentemente das 12 e 22 leis, que sdo utilizadas em qualquer problema termodindmico, a 3% lei,
enunciada originalmente por W. Nernst, em 1906, s6 é evocada quando se necessita tabular valores absolutos
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da entropia, ou se trabalha em baixas temperaturas. Segundo Nernst, o fato do calor especifico tender a zero
com a temperatura, decorre da hipétese de que qualquer variagdo de entropia também tende a cessar quando
a temperatura de um sistema se aproxima lentamente do zero absoluto.

Desse modo, pode-se considerar que o valor da entropia a 0 K é uma constante arbitraria. No entanto,
de acordo com Planck, levando-se em conta o comportamento quéntico dos sistemas essa constante tem valor
nulo. Assim, a chamada 32 lei da Termodindmica pode ser enunciada como

A entropia de qualquer sistema se anula quando sua temperatura se apro-
xima lentamente de 0 K.

3.7. Entropia e potencial quimico de um gas ideal molecular monoatémico

Uma vez que, para um gas ideal monoatémico com N moléculas, a capacidade térmica a volume constante
(C, ) ndo depende da temperatura e é igual a %N k, além da energia interna, a partir da equagéo de estado de
Clapeyron e das leis da Termodinamica, pode-se determinar também a variacdo da entropia do sistema, pois

3 _dI' P 7
dS_§Nk7+?dV—TdN
implica
dT d
S = %Nk T + Nk 7V = /;dN = gNklnT + NklnV + S, (T,,V,,T,N) (3.8)
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onde S, € uma fungdo indeterminada dos valores de referéncia 7, e V,, da temperatura 7' e do niimero de

moléculas IV, a menos que se conhega a dependéncia do potencial quimico com a temperatura e com o nimero
de moléculas.

A Eq. 3.8 ndo é compativel com o fato da entropia ser uma variavel extensiva, pois dividindo-se o sistema
em duas partes 1 e 2, e calculando-se as entropias (S; e S3) de cada parte, resulta que

S # 51 + S
Tal fato é conhecido como paradoxo de Gibbs, e pode ser contornado expressando-se a entropia em
fungéo da pressio,
5
ISHE= iNkrlnT — NklnP + S,(T,,P,,T,N) (3.9)

e argumentando-se que para a entropia ser uma propriedade extensiva, o termo S, deve ser proporcional ao
nimero de moléculas, isto é

S, = Nks,
Desse modo, decorre que
T5/2 T5/2
S = Nk|s, + ln<P> = Nkln(a iz
= Nkl (b]‘\/[T:‘/z) = Nk B InT + m% + s:,} (3.10)

onde s, =Ilna, b=a/kes =Inb=s, —Ink.
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Apesar de resolver o problema da extensividade, a Eq. 3.10 implica que a entropia tende a infinito, quando
a temperatura se aproxima de zero, violando a chamada 3% lei da Termodinamica. Esse resultado indica que
a Eq. 3.10 s6 expressa a entropia de uma gas molecular no limite classico de temperaturas moderadas e baixas

densidades, ou seja, para temperaturas maiores que um certo valor critico (7),

2/3
T>1T.~ (W) (limite classico)

A partir, entdo, do resultado corrigido para a entropia, dado pela Eq. 3.10, pode-se obter e expressar o
potencial quimico associado a um gas molecular no limite classico como

_ L _ _ T2 Vs | = Ny 3/2
po= N(U + PV TS) = kT[2 ln(bNT ﬂ = kT[ln<V> In (cT°/%)
N——

5)
5 Tte
n

3/2
= kTIn <:> — kT'ln <JJ\\7;> = 3kTIn (?) ~ kT'ln (?) (3.11)

onde ¢ = be /2, n = N/V & a densidade de moléculas, £ = (V/N)'/3 & uma estimativa da distdncia média
entre moléculas, e os valores criticos sdo definidos por
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ne = cT?? (densidade efetiva de estados)
Ng=Vng (ntimero de degeneragio)
1/3 1/3 1/2

1 1 1 ) :
A=|— = |- = (comprimento de onda térmico)

Ne c T

N\? :
T~ | — (temperatura critica)

cV

Assim, a condicdo de aplicabilidade das Eq. 3.10 e 3.11, ou a condigdo que define o limite classico de
um gés ideal molecular, pode ser expressa por qualquer uma das seguintes relaces equivalentes

n <K ne

N < Ny o .
(limite classico)

I>A

T> T,

A Eq. 3.11 mostra que, no limite cléssico, de baixa densidade e alta temperatura, o potencial quimico de
um gds molecular tem valor negativo.

O critério para a validade do limite classico pode ser obtido a partir do principio da incerteza de
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Heisenberg, o qual estabelece que as dispersées (0,,0y,0:,0p,,0p,,0p,) associadas aos valores médios da
posigdo (z,y, z) e do momentum (p,, py, p.) de uma particula, satisfazem as chamadas relagdes de incertezas,

Oz 0p, 2 R
oy 0op, R

o,0p, 2 h

onde h ~ 6,626 x 1073* J.s € a constante universal introduzida por Planck, em 1901, em seu trabalho sobre a
radiacdo de corpo negro, denominada constante de Planck.

Para um gés ideal molecular, com /N moléculas, em equilibrio térmico & temperatura 7', em um volume V,
devido ao movimento caético, o valor médio do momentum de cada particula é nulo ((p,) = (p,) = (pz) = 0)
e, portanto, as dispersOes associadas sdo expressas por

oy, = (P3)
ol = (p2) = O, + 05, 05 = (03) + (03) + (03) = (p°)
op. = (2)

Considerando que as incertezas (o,,0,,0.) nas posigdes sdo dadas pela distancia média (/) entre as molé-
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culas, ou seja,

V13
l—(> ~N O, O, O
N a3 Y z

pode-se expressar a condigdo para o limite classico como

A N\?3  omk
(N) (051 —|—012,y "‘012)2) > B2 <= <V> < %T
—_———
(p*) = 2m(e)

onde m é a massa de uma molécula e (¢) ~ kT & a energia média das moléculas de um gas ideal monoatdmico
em equilibrio térmico & temperatura 7.

Assim, o limite classico pode ser expresso como

2 (N\?/3 N
T>T.~— = — AN«
> T <v> — A<

Desse modo, apesar de, a partir de relagdes empiricas para a capacidade térmica e para a equagdo de
estado, se obter expressdes e formulas que exibem a dependéncia correta para a entropia e para o potencial

quimico do gas ideal, como fungdo do nimero de moléculas, do volume e da temperatura, as constantes (a, b, ¢)
86 sdo determinadas levando-se em conta o comportamento quantico das moléculas de um gés.

Para a Mecénica Estatistica, um gas é qualquer sistema de particulas quase independentes, que interagem

apenas para permitir que o sistema alcance um estado de equilibrio macroscopico termodinamico. Nesse
sentido, todo sistema gasoso abaixo da temperatura critica, para o qual deve-se considerar o comportamento
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quantico & dito um gas degenerado, e qualquer gas que satisfaz o limite classico do gas ideal molecular e,
portanto, acima da temperatura critica, é dito um gas nao-degenerado.

O compromisso entre a densidade e a temperatura, que caracteriza a degenerescéncia de um gas, pode
ser visualizado na Fig. 3.2, onde a linha pontilhada define os valores criticos que separam as regides classicas
e quanticas. Para temperaturas e densidades abaixo da linha critica, o gas € degenerado e deve ser tratado
como um sistema quéntico. Para temperaturas e densidades acima da linha critica, o gas é nio-degenerado e
pode ser tratado como um sistema classico.

TE e
- (NWAR=1 .- ’
[_.gasnao-degenerad S
i gas degenerado

N/V

Figura 3.2: Gases degenerados e ndo-degenerados.

A tabela 3.3 mostra a temperatura critica e as correspondentes densidades de alguns sistemas gasosos.
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sistemas | N/V (cm™3) | T. (K)
Hy 2x 109 | ~1071
‘He 2 x 102 ~4

Tabela 3.3: Valores criticos de densidade e temperatura de alguns gases.

A constante b = (2mnk/h?)%/2¢%/2, onde m & a massa de uma molécula, k é a constante de Boltzmann e
h é a constante de Planck, foi determinada por Sackur, em 1911, e por Tetrode, em 1912, que obtiveram a
expressdo que permite calcular os valores absolutos da entropia e do potencial quimico de um gés molecular
monoatémico, a partir da entdo, denominada férmula de Sackur-Tetrode.

V

— Nkln|—
S an

(

2mrkT
12

3/2
)" o

_Nk(

5,3
2 2

In

2mmkT

h2

+1 4
T e
N

)

Assim, a partir do calculo da constante ¢ = be

determinados por

—5/2

Capra

(3.12)

= (2mmk/h?)3/2, os parametros criticos podem ser
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2mrmkT e
T\ TR
2mrmkT e
Na=V <h2>
h

V2mnkT
T=(=) — (=
(&) = ()

Uma vez que a energia média das moléculas ({¢)) de um gas a temperatura 7' é da ordem de kT, o
pardmetro A esta relacionado ao chamado comprimento de onda térmico de L. de Broglie (Ags),

h h h
- vV {(p?) B V/2m{e) CV2mkT vrA

Assim, para processos isotérmicos, de um estado inicial ¢ a um estado final j, a entropia cresce com o
volume

)\dB

\%
AS = Nkln-L (T' = constante)
Vi
cresce com a temperatura, para processos isométricos
3 T
AS = S Nkln=L (V' = constante)
2 T;
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€ para processos isobaricos
T
AS = 5 Nkln =L (P = constante)
2 T;

Como a temperatura é proporcional & energia média das moléculas (7" ~ U/N), pode-se escrever a entropia
em funcio apenas das variaveis extensivas,

3/2
S(U,V,N) = Nk In d% <Jl\][> (3.13)

9 3/2
onde d ~ <Z;n> /2

Essa é a dependéncia natural da entropia, como uma propriedade extensiva, que mostra o comportamento
monotonicamente crescente com a energia € com o volume.

De maneira reciproca, pode-se expressar a energia de um gés ideal molecular, como fun¢do do namero de
moléculas, da entropia e do volume,

N 2/3
U(S,V,N) = N (dV) ¢25/3Nk (3.14)

A dependéncia correta e completa da entropia e da energia de um sistema s6 pode ser corretamente
determinada a partir da Mecénica Estatistica. Mas, uma vez conhecida essa dependéncia, em fungdo das
varidvels extensivas que caracterizam o estado termodindmico do sistema, pode-se determinar as relagdes
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termodindmicas, como as equagdes de estado, como consequéncias da 12 e 22 leis. Esse é o procedimento
adotado na Mecanica Estatistica.

Por exemplo, a partir da Eq. 3.14 e de acordo com as 12 e 22 leis, para processos reversiveis,
dU =7dS — PdV + pudN

obtém-se
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£ ~ 3Nk
[PV =NET]
—
U+ PV = gNk:T
oU 2T 9
p—_(2%2) _—ZZ PV =ZU
<6V>S7N 35 v 3

N 1
} =| kT In <VCT3/2> =K

aT

o, - (%) ~[3me-c
V,N

o _ (2U+PV) B T
P or pN 22

De maneira analoga, essas relagdes termodindmicas podem ser obtidas, a partir da propria expressdo para
a entropia (Eq. 3.13).
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Uma vez que
S(U,V,N) == ds = % dU + % dVv + a—U dN
oU V.N ov UN ON UV

de acordo com a 12 e a 22 lei para processos reversiveis, obtém-se

1 oS 3Nk 3 Vv
L _ (2 _ 2R — — 2 NKT — = Nk In|c—T%?
T <6U>VN 2 U V=3 e

%

P_(25)y _N . py=mmm — |S= Nkhla
oV )un P
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Tal método foi utilizado por Gibbs e Hinstein para deduzir as relagdes termodindmicas entre as variaveis
de estado associadas a diversos sistemas fisicos.

Como teoria fenomenoldgica, a Termodindmica ndo possibilita a previsdo correta dos pardmetros que
caracterizam um sistema macroscépico, nem a determinagido das equagOes de estado. A Mecanica Estatistica,
a partir da determinacdo tedrica da entropia, vai fornecer os meios para a interpretacdo e a previsdo mais
correta de varias relagOes empiricas, como a equagdo de Clapeyron e a lei de Curie, e a determinagéo, também
mais correta, de varios parametros como os calores especificos molares dos gases e dos sblidos cristalinos como
os metais, e a susceptibilidade magnética de substancias paramagnéticas e ferromagnéticas.

3.8. Entropia da radiagao de corpo negro

Independentemente da natureza do fenémeno, uma vez determinada, teérico ou empiricamente, a equagéo
de estado de um sistema, as leis da Termodindmica permitem estabelecer outras relagBes entre as diversas
varidveis de estado do sistema, como a energia, a entropia, os calores especificos e os potenciais quimicos. Um
exemplo tipico é a determinacio da lei de Stefan-Boltzmann para a radiagdo de corpo negro, a partir do
conhecimento da relagdo entre a presséo e a densidade de energia da radiacéo.

A radiagdo eletromagnética, em equilibrio térmico, em uma cavidade, conhecida como radiagao de corpo
negro, em muitos aspectos, tem um comportamento analogo ao de um gas molecular em equilibrio térmico, em
um dado volume. Ou seja, comporta-se como um gas constituido por particulas livres, denominadas fé6tons,
cuja pressdo & também proporcional & densidade de energia. No entanto, diferentemente das moléculas de
um gas, os fétons tém massa nula e estdo associados a uma mesma velocidade, a velocidade da luz no vacuo,

c~3,0 x 10% m/s.

Segundo Einstein e Compton, para uma onda eletromagnética plana monocromatica, a energia (¢) e o
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momentum (p) dos fétons associados sdo proporcionais a frequéncia () da radiagéo.
€ = hv = pc

onde h ~ 6,626 x 1073* J.s € a constante de Planck.

Assim, pode-se considerar a radiacdo eletromagnética de frequéncia arbitraria, em uma cavidade, como
um gas de tétons de diversas energias, que do mesmo modo que as moléculas de um gés, exerce pressdo sobre
as paredes da cavidade. Como ondas planas incoerentes de diversas frequéncias ndo interferem entre si, os
fétons comportam-se como um gés ideal, entretanto, de natureza néo molecular.

A Eletromagnetismo de Maxwell, ainda, associa a radiag@o eletromagnética em equilibrio térmico a tem-
peratura 7', em uma cavidade de volume V', uma pressdo (P) também proporcional a densidade de energia
u=U/V,

P =

u =

u
v

Ll =
Lol =

onde U é a energia total da radiagéo.

Como a radiagdo em uma cavidade resulta da superposi¢do de varias componentes monocromaéticas, a
densidade de energia pode ser expressa como
U= / u, dv

onde v e u, so a frequéncia e a densidade de energia associadas a cada componente monocromatica.

Conforme as consideragbes de Kirchoff (1859), a densidade espectral de energia €, portanto, a densidade
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de energia total para a radiagdo de corpo negro s6 depende da temperatura, de modo que

du
v (=—=)dr
dU V(dT>d +udV

Assim, pode-se escrever a 12 e 22 leis como

d
TdS =V (<2 )dT + (u+ P) dV
ar wry
4du/3

Considerando, entdo, a entropia da radiacdo de corpo negro como fungéo da temperatura e do volume,

S(T,V), implica que
oS\ _V (du
or), T \dT
N R |
ov ), 3T
9%s )

ou seja,
_ _, ldu 4/ldu u
oTovV — ovoT Tdr 3\7TdT T2
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Desse modo, obtém-se a lei de Stefan-Boltzmann

[ =aT?] = ,
P=_al*
3
e, uma vez que
oS
— | =4aVT*
(o7), ="
v 4
= § = §aVT3
oS 4 )
e = ZaT?3
<av) 3"
T
obtém-se também a relagdo entre a energia e a entropia *
1 1/4 35/4)41"/*
s == (av0?) — v= |84
3 aV

13 Hsses resultados baseiam-se na 32 lei, considerando que S(0) = 0.
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De acordo com as leis da Termodinamica,

1_ [0S\ _3s8
T \oU) 44U
\%
P_(88\ _18 Y

T \ov),6 4V

Comparando-se as expressdes para as energias do gas ideal molecular (U ~ NT) e do gas de fotons

(U ~ VT*), em equilibrio térmico 4 temperatura 7', em um recipiente fechado de volume V/, pode-se concluir
que, em uma expansdo isotérmica,

> a densidade de moléculas e de energia do gas ideal molecular diminuem;

> a densidade de energia do gas de fétons permanece constante.

Do ponto de vista microscépico, ao aumentar isotermicamente o volume do recipiente que encerra um gas
molecular, uma vez que ndo se altera o ntimero total de moléculas e a energia, a concentragdo de moléculas e
a densidade de energia decrescem. No caso da radiagio de corpo negro, o aumento da energia com o volume,
significa que o nimero de fétons também aumenta para manter a densidade de energia constante, ou seja, ao
variar o volume da cavidade isotermicamente, as paredes geram mais radiacdo, tal que a densidade de energia
permanega constante.

Assim, a quantidade de fétons em uma cavidade, ao contrario do niimero de moléculas do gas em um
recipiente fechado, é um nimero indefinido que depende da temperatura. O namero de fétons se ajusta para
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manter a densidade de energia constante e o potencial quimico nulo,

4 1
u~U—TS+PV:aVT4—gaVT4+§aVT4:O

Pode-se dizer que a radiagdo de corpo negro resulta da criagdo e aniquilagdo continua de fétons no interior da
cavidade.
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Capitulo 4

Limites dos gases 1deais degenerados

Mesmo sem todas as ferramentas da Mecanica Estatistica, é possivel, a partir do estudo de sistemas de
particulas (como os gases moleculares) que s6 interagem durante curtissimos intervalos de tempo, em relagdo
ao_periodo no qual praticamente ndo interagem, estabelecer e desenvolver alguns conceitos gerais que se
aplicam a descrigdo de outros sistemas que nao os gases.

Seja N o ntimero total de particulas de um gés composto por particulas de mesma espécie, e G 0 ntimero
de estados ! distintos acessiveis a essas particulas. A razfo (N/G) entre esses niimeros permite a divisdo

! De maneira geral, o estado de uma particula & qualquer condigio possivel, caracterizada por valores de grandezas como a
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dos gases em duas classes: nao-degenerados e degenerados.

N/G <1 (gases ndo-degenerados)

N/G>1  (gases degenerados)

Gases degenerados evidenciam a natureza quintica dos constituintes de um sistema, que se reflete em seu
comportamento macroscépico. Em geral, esse comportamento manifesta-se em baixas temperaturas, altas
pressdes ou altas densidades, quando, ent8o, o niimero de estados ocupados & menor ou igual ao niimero de
particulas do sistema.

4.1. Densidade de estados

Para a quantificagdo desses conceitos, inicialmente, é necessario determinar uma expressdo para o nimero
de estados G(V, p) acessiveis as particulas, essencialmente livres de um géas, contidas em um volume V' e com
momenta que variam de zero a um dado valor p = [p].

Do ponto de vista da Mecénica Classica, a energia (¢) de uma particula de massa m, em um campo
conservativo, pode ser expressa em fungdo de sua posigdo (z,y, z) e momentum (p,, py, p-), COMO

2 2 2
_ Py Py | D
e=¢€p(z,y,2) + o + o 9 o

posigdo e o momentum, ou a energia, que se pode associar a uma particula.
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onde €,(z,y, z) é a energia potencial da particula sob a agdo do campo.

Desse modo, a evolugdo do estado da particula pode ser representada no chamado espacgo de fases u de
dimenséo seis, onde cada ponto de coordenadas (z,y, z, pz, Py, P-), compativel com um dado valor de energia
€, caracteriza o estado dindmico da particula.

Figura 4.1: Possivel trajetéria de uma particula em seu espago de fase, a partir de um ponto inicial O.

Para particulas que se movem apenas ao longo de uma direcdo z, com momentum p, o espaco de fases
é um “plano” (z,p) onde a evolugdo de cada particula pode ser visualizada como uma curva nesse plano
(Figura 4.1).

Cada ponto desse plano, compativel com a energia e outros vinculos externos, representa um estado
possivel para a particula, e a area ([ dz dp) de uma regido desse plano que engloba esses pontos é proporcional
ao numero de estados acessiveis & particula.

Nesse contexto, utilizando-se de um argumento devido a Tetrode, ? o niimero de estados acessiveis a cada

% Esse argumento foi também utilizado por Bose, em 1924, ao deduzir a formula de Planck para a radiagio de corpo negro.
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uma das particulas livres de um gés contido em um recipiente de volume V', com momenta menores que um
dado valor p, pode ser expresso pela razdo entre o volume no espaco de fases de dimenséo seis, associado a

uma tnica particula, cujo momentum varia de zero até o valor p, e o volume minimo (k%) permitido pelo
principio da incerteza de Heisenberg, ° ou seja,

onde h é a constante de Planck, o termo entre parénteses é o volume no espaco dos momenta e o fator 2
representa a degenerescéncia (devido ao spin ou polarizagdo) associada a cada estado de momentum (ou
energia) definido.

De acordo com as relagdes entre o momentum (p) e energia (e) para uma particula livre, de massa m e
velocidade ¢, denominadas relacoes de dispersao,

p=+v2me (particulas massivas)
ndo-relativisticas)

p=c¢€/c (particulas ultra-relativisticas,
ndo-massivas; fétons, fénons, ...)

3 O principio da incerteza de Heisenberg estabelece que o limite minimo para as incertezas (dispersées) associadas as medidas
de cada par de varidveis canonicamente conjugadas, como o momentum e a posigdo em uma dada diregdo, é da ordem da constante
de Planck (h), ou seja,
~h

min

Oz Op
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pode-se expressar o niimero de estados acessiveis a cada particula de um gas, como fungio da energia por

(8%) % (2m6)3/2

(8%> (c‘fi)‘3 =

Devido a magnitude da constante de Planck, o numero de estados acessiveis a uma particula em um

volume finito é bem grande, da ordem de 10?3, para um gas molecular em um volume de lcm? e & temperatura
ambiente. Portanto, um critério inicial para a ndo-degenerescéncia de um gas é dado pela magnitude de sua

densidade (INV/V') de particulas.

Gle) =

~ De acordo com a Mecénica Quéntica, as propriedades macroscopicas de um gés sdo determinadas pela
distribuigdo de suas particulas constituintes por seus microestados acessiveis, ou seja, por seu comportamento

microscépico. Por exemplo, a energia de um gas é dada, simplesmente, pela soma das energias (¢;) associadas
aos estados (¥;) ocupados por suas particulas. Entretanto, uma vez que o niimero de particulas associado
a um dado nivel de energia varia constantemente, qualquer estimativa sobre o comportamento de um gés é
efetuada a partir dos chamados niimeros médios de ocupagéo ((n;)) dos estados correspondentes aos niveis de
energia do gés.

Uma vez conhecido as populagbes médias, como para um sistema gasoso macroscépico tanto o namero de
estados associado a um dado nivel de energia, quanto o correspondente niimero de particulas sdo grandes, a
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partir da definigdo da chamada densidade de estados g(e¢) de uma particula livre por

as propriedades macroscopicas de um gas em equilibrio térmico, como a sua energia média total U (ou energia
interna) e o niimero total de particulas NV, satisfazem as relagGes

U:Aww@maﬁ

zv-Ammama&

Do ponto de vista termodinamico, a distribuicdo média das particulas pelo espectro de uma gas depende,
ou é regulada, pelo potencial quimico (u), tal que a expressdo para o nimero de particulas NV seja satisfeita.

Operacionalmente, determina-se o potencial quimico (u), a partir expressdo para o nimero de particulas
N e, a partir da energia U, o calor especifico, a pressdo etc.

A determinacdo de uma forma funcional para o nimero médio de particulas n(e¢) depende do estado de
degenerescéncia do gas e da natureza de seus constituintes e, s6 é obtida a partir de elaborados argumentos
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fisicos, probabilisticos e estatisticos. Entretanto, mesmo sem uma determinagio “exata"dessa fungéo é possivel
estabelecer varias propriedades que descrevem o comportamento dos gases ideais degenerados.

Para gases ideais ndo-degenerados, a populacdo média associada aos niveis de energia das particulas é
descrita pela distribuicao de Maxwell-Boltzmann (1860-1871).

Apesar do programa de fundamentagdo e generalizacdo da Mecanica Estatistica ter sido realizado por
Gibbs em 1901, somente no periodo de 1924 & 1926 as principais distribuigbes estatisticas adequadas aos fglases
ideais degenerados foram estabelecidas. Essas distribuicbes refletem as correlagdes quanticas que modificam

o comportamento estatistico das particulas. A distribuicdo de Fermi-Dirac (1926) descreve a populagéo
média das particulas de um gas ideal degenerado de férmions e, a distribui¢do de Bose-Einstein (1924),

estabelecida apos os trabalhos de Bose, descreve a populacdo média das particulas de um gés ideal degenerado
de bosons.

4.2. Gases nao-degenerados

Para um gés ideal molecular com N moléculas e energia interna U, a razdo entre o ntimero de moléculas, n.,
associado a cada estado de energia € € a correspondente degenerescéncia g(e) do estado, ou seja, a populagdo

média n(e) * & tdo pequena,
ne/g(e) =n(e) < 1

que a energia média por particula (¢) = U/N é proporcional & temperatura 7" do sistema

(€) ~ kT

# Dada pela distribuigdo de Maxwell-Boltzmann.
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onde k é a constante de Boltzmann.

Assim, a energia média total (U) de um gas ndo-degenerado serd da ordem de

(U ~ NET]

e a capacidade térmica a volume constante (C,, ), uma constante da ordem de

~N

Desse modo, o nimero de estados ocupados pelas particulas de um gés nédo-degenerado é da ordem de
G((e)) e, portanto, o critério para a ndo-degenerescéncia pode se expresso por

3/2
&) (&) (%) 7

N/G = <1
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Definindo-se as temperaturas criticas (7}) por

TF:(S%)Q/?, <2hnjk> (%>2/3

n-@)” (%) @)

onde 7', & denominada temperatura de Fermi e 7}, é denominada temperatura de Bose, o critério para
a ndo-degenerescéncia de um gas pode ser expresso por

T

C
— k1
T<<

ou seja, gases moleculares com baixa concentragdo ou em altas temperaturas, tais que 7' > T, comportam-se
como gases ndo-degenerados e, se T <7, o gas é dito degenerado.
Assim, as densidades de estados podem ser escritas, em termos das temperaturas criticas, como

3 N 1/2
2 T, °
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Algumas temperaturas criticas relativas a varios sistemas sdo mostradas na tabela 4.1.

4.3. Gases degenerados

O principio de exclusdo de de Pauli (1925) ° divide os sistemas degenerados e suas particulas constituintes
em duas classes; aqueles cujas particulas, de spin semi-inteiro, denominadas férmions, o obedecem e, aqueles
cujas particulas, de spin inteiro, denominadas bésons, ndo o obedecem. Para sistemas ndo-degenerados tal
distingdo ndo é necessaria.

O nitimero médio n(e) de particulas ndo-relativisticas de um gas degenerado é dado pela distribuigdo de

Fermi-Dirac no caso de férmions e, “hipoteticamente”, pela distribuigdo de Bose-Einstein no caso de bésons
massivos. No caso de bésons ultra-relativisticos ou sem massa o niimero médio é dado pela distribuicao de

Planck (1900).

‘Mesmo sem o conhecimento completo dessas distribuigdes, o principio de Pauli pode ser utilizado para
estimativas de diversas propriedades térmicas de um gas degenerado.

Para temperaturas préximas & 0 K, quando o calor especifico € a entropia de um sistema tendem a se
anular, as particulas constituintes do sistema distribuem-se entre os niveis acessiveis de energia tal que a
energia total seja minima. Diz-se que o sistema encontra-se em seu estado fundamental. Para temperaturas
ainda muito menores que a temperatura critica (7" < 7.), apenas um pequeno niimero (/N,,.) de particulas

sdo excitadas (N.,./N < 1) além do estado fundamental. Tais particulas comportam-se, praticamente, como

® O principio de exclusio de Pauli reflete uma correlagio quéntica para particulas tal que, uma de suas consequéncias é que
particulas idénticas de um mesmo sistema e de spin semi-inteiro ndo podem compartilhar um mesmo estado.
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sistemas

densidade de
de particulas

temperatura
critica (K)

elétrons de condugéo
em metais

elétrons ou buracos
em semicondutores

gases
moleculares

estrelas do tipo
ani branca
(elétrons)

osciladores atémicos
em cristais

radiagéo de
COTPO Negro
(fotons)

Tabela 4.1: Temperaturas criticas de alguns sistemas tipicos.

102 cm—3

107 cm—3

10" cm—3
(mpy, ~ 10~

1030 m—3

1023 cm ™3
(c=10% m/s)

1029 m—3
(c = 10% m/s)
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um subsistema ndo-degenerado que é responsavel pelas propriedades térmicas do sistema.

4.3.1. Férmions degenerados nao-relativisticos

Devido ao principio de Pauli, o estado fundamental de um gas de férmions, completamente degenerado
(T = 0 K), é realizado de tal maneira que o niimero de ocupagdo de cada nivel de energia do sistema é igual
a sua degenerescéncia, ou seja, populacdo média de cada nivel é igual a unidade. Desse modo, os niveis de
energia do sistema sdo ocupados até um valor méximo ¢, denominado nivel de Fermi, de acordo com

1 e< e,
n(e) o =
0 €> €,
Assim, para férmions completamente degenerados
N 1
G(er)

e o nivel de Fermi ¢ é dado por

6Para os elétrons de condugio de um metal, ¢, ~ 107'® J~ 10 &V.
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Para temperaturas um pouco acima de 0 K, mas ainda muito menores que a temperatura de Fermi
(T < T), algumas particulas (/V,,.) sdo excitadas com energia média da ordem de k7 < ¢, acima do nivel
de Fermi, e podem ser calculadas por

st 3 N 1/2 N 3/2  3/2
Nexc = / 5@6 / de = 37/2 |:(6F +]€T) - GF/
F €r €r
. 3. . T
= N[1 kT 5/2—1} ~ SN

Assim, a energia média U do sistema seré dada por

2
U ~ U, + NookT = U, + gNkzg—

F

onde U, & a energia do estado fundamental (7 = 0 K)".

B, portanto, a capacidade térmica a volume constante por

T
@, & 3NkT— (Sommerfeld - 1928)

F

Esse é o comportamento observado na variagdo do calor especifico dos metais em temperaturas proximas
a 0 K, quando as propriedades térmicas sdo atribuidas ao movimento livre dos elétrons.

"0 fato da energia média, mesmo 4 0 K, ser distinta de zero implica que o gis ainda exerce pressio.
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4.3.2. Bobsons degenerados

Uma vez que os bdsons de um sistema podem ser associados a estados de mesma energia, todos podem
ocupar um tnico estado de tal modo que a energia do estado fundamental de um gas de bésons completamente
degenerado (7' = 0K) pode ser considerada nula. Assim, para baixas temperaturas (7' < 7;), apenas algumas
particulas s8o excitadas com energia média da ordem de k7.

Dependendo da massa e do carater relativistico, o nimero de particulas excitadas (/N.~¢), a energia média
total (U) e a capacidade térmica (C,, ) sdo calculados de modos distintos.

bdsons massiwos ndo-relativisticos

2 (kT.)3/2 G2
T5/2 5 T\°?

bdsons ndo-massivos ou ultra-relativisticos

kT 3

N T

Neosg = 3 2de =N | —
>0 /0 (KT,)% " = (T)

D
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T T\*
D

D

Essas relagdes descrevem o comportamento do calor especifico dos sélidos cristalinos em um determinado
intervalo de temperaturas,

(Debye - 1912)

e o comportamento da radiagdo eletromagnética em uma cavidade (radiagéo de corpo negro).

U o T*]  (Stefan-Boltzmann)

Apesar dos gases ideais, ndo-degenerados ou degenerados, serem idealizagdes que nio correspondem exa-
tamente a nenhum sistema macroscdpico, a énfase no estudo dos gases decorre pela simplicidade dos sistemas
gasosos e também ao fato de que, em certo sentido, os sistemas macroscopicos podem ser representados por
conjuntos de constituintes quase-independentes, denominados quase-particulas, ou seja, como gases.
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Capitulo 5

O método combinatorial de
Boltzmann-Planck

O método combinatorial [14, 17, 19, , 32, 34, 35, 38] foi desenvolvido por Boltzmann, em 1887, na
tentativa de justificar a 22 lei da Termodmamlca a partir de uma 1nterpretagao microscopica do principio
da irreversibilidade, associando a entropia de um gas ideal isolado ndo-degenerado ao nimero total (G) de
microestados acessiveis as moléculas do gas. Para qualquer sistema constituido por N particulas quase-
independentes, contidas em um volume V, que s6 interagem o suficiente para estabelecer uma configuragdo de
equilibrio com energia total E, o niimero total de microestados compativel com esses pardmetros macroscopicos
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tem uma magnitude praticamente imensuravel, ! que depende desse conjunto de variaveis de estado, ou
macroestado {E,V, N}, ou seja,
G = G(E,V,N)

5.1. O conceito estatistico de entropia

Levando-se em conta que a entropia (S) de um gas ideal é um pardmetro aditivo que também depende
da energia, do volume e do nimero de moléculas, Boltzmann identificou a entropia como proporcional ao
logaritmo do nimero total de microestados [4],

| SxInG(E,V,N) | (Boltzmann — 1887) (5.1)

A relacdo de Boltzmann foi quantificada por Planck, em 1900, ao abordar o problema da radiacdo de corpo
negro, e definir a entropia para um conjunto de osciladores independentes por [34, 32]

[S=kLG(E,V,N)| (Planck - 1900) (5.2)

onde k ~ 1,38 x 10723 J/K é a constante universal, denominada por Planck de constante de Boltzmann. Nesse
sentido, a constante de Boltzmann é um fator de escala para a medida da entropia em nivel macroscopico,
compativel com a escala termodindmica absoluta.

! Da ordem de 101023.
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Para contornar o problema de se definir o nimero de microestados de um sistema gasoso no espago de
fases u, ou seja, em um meio continuo, Boltzmann discretiza esse espago, considerando que as N particulas
de um gas com energia F, embora idénticas seriam distinguiveis e estariam distribuidas em M células (ou
regides do espago de fases p) distintas e independentes, também distinguiveis, cada uma com volume A;.
A cada célula corresponderia um elemento de energia de valor ¢;, € poderia acomodar um nimero qualquer
de moléculas compativel com a energia total do gas. Por um processo combinatorial, Boltzmann determina o
nimero de modos (ou niimero de microestados) que as N particulas poderiam se distribuir entre as M células,
com a mesma energia total.

Com esse procedimento, uma vez que essa divisdo é arbitraria, o ntimero de microestados e, portanto,
a entropia dependeriam do tamanho das células, dos elementos de energia, ou das regides consideradas do
espago de fases. No entanto, sem levar em conta a 32 lei da Termodindmica, a entropia sé é definida a menos
de uma constante, ou seja, apenas variagdes de entropia sdo calculadas de acordo com a 12 e a 22 leis da
Termodindmica. Nesse sentido, apesar da diviséo arbitraria, a determinagdo das propriedades de uma gés ndo
dependeria do tamanho de cada célula, e ao final do processo poder-se-ias fazer cada célula ou elemento de
energia tender a um limite nulo.

Por exemplo, para um conjunto de N osciladores unidimensionais idénticos, dividindo-se a energia total
E em M elementos de energia idénticos (e = F/M), que seriam associados aos N osciladores do sistema, e

considerando que tanto os elementos de energia quanto os osciladores seriam distinguiveis, o nimero de modos
ou de arranjos realizados entre esses elementos que corresponderiam a um mesmo macroestado de energia F,
seria dado por

G =MV

A tabela a seguir mostra a distribuicdo de 3 (V) osciladores distinguiveis (A, B,C) em 2 (M) células
(o, B) também distinguiveis, cada qual com energia ¢ = E/3. A essa distribuigdo corresponde um total de
G = 23 = 8 estados distintos, todos com energia total F = 3e.
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o B
A B C
AC B
B,C A
C A B
B AC
A B,C
AB,C| —
— |4,B,C

Adotando-se como definigdo de entropia a expressdo de Planck, resulta
S=NklnM = NkInE + Nklne

onde o ultimo termo, que depende do elemento de energia ¢, ndo importa para a determinagdo das propriedades
macroscopicas do sistema, como a energia média dos osciladores,

1 oS Nk )
T_<8E>N_ E T n§ol=H

Foi a impossibilidade de se arbitrar o tamanho das células e os elementos de energia, isto é, associar aos
constituintes de um sistema um volume qualquer do espago de fase, que levou Planck a quantizar a energia
de um oscilador introduzindo uma nova constante universal, a constante de Planck. Nesse sentido, a
expressdo proposta por Planck (Eg. 5.2), diferentemente da expressdo de Boltzmann (Eq.5.1), associa uma
escala absoluta para a entropia, compativel com a 32 lei da Termodindmica.
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5.2. Entropia e 2¢ lei da Termodinamica

Seja (G1 o ntmero de microestados correspondentes a um macroestado de um gas, com energia F7, volume
V1 e N; moléculas. Ao participar de qualquer processo termodindmico, no qual a energia, o volume e o
nimero de moléculas sofrem, respectivamente, as variagcdes £ — FEo, Vi — Vo e N1 — N, o niimero total de
microestados, correspondente ao novo macroestado (Es, Vo, No) do gas, também se altera de G1(E1, Vi, Vi)
para Ga(FEs, V2, N2). Desse modo, pode-se interpretar que a probabilidade P(E,V, N) de ocorréncia de um
dado macroestado (F,V, N), dentre todos os possiveis macroestados de um gés, é proporcional ao niimero de

microestados correspondente.
P(E,V,N) x G(E,V,N)

ou seja,

| P(E,V,N) x 5BV:N)/k| (Einstein — 1905) (5.3)

Para Einstein, essa seria a melhor maneira de expressar a 22 lei da Termodindmica, no sentido de que o
aumento de entropia em processos naturais, apesar de concebivel, é praticamente impossivel.

Por exemplo, a entropia S de uma gas ideal com N moléculas, contido em um recipiente adiabatico fechado
de volume V, é dada por
S=NklnV + cte.

Assim, a possibilidade de que esse gas venha a ocupar, espontaneamente, a metade do volume do recipiente

é dada por
vi2\Y 1
PV%V/Q = 7 = 9N

como N ~ 10?3 esse valor é extremamente pequeno, ou seja, o processo é praticamente impossivel.
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Desse modo, fica evidente o carater estatistico da 22 lei da Termodinamica.

5.3. Populacgoes dos gases ideais nao-degenerados e degenerados

De acordo com a Mecanica Quéantica, os niveis de energia permitidos a uma particula confinada em uma
dada regido do espago constituem um espectro discreto {¢;}. Assim, a energia E de um sistema isolado de N
particulas idénticas e quase-independentes (gases ideais), confinado em um volume V' pode ser expressa por

E = E n;e; (221,)
i
onde n; sdo os nameros de ocupacao ou populacao de particulas, associados aos niveis de energia ¢;, €

sujeitos ao vinculo
N=>mn (i=1,..)
i

Nesse caso, a cada macroestado {E, V, N} do gas est4 associado um grande niimero de conjuntos de valores
para as populagdes, ou partigoes, do tipo
{ni,ne,...}
/ /
{n},ns,...}

que podem se colocados em correspondéncia com o espectro do sistema {ej, €, ..}, e satisfazem os vinculos
para a energia e para o nimero de particulas.
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Por sua vez, cada partigdo {nj, no, ...} de energia F pode estar associada a uma multiplicidade W (nj, no,...)
de combinagdes de particulas que definem os microestados do gés.

Devido a degenerescéncia g;, associada a cada nivel ¢;, o nimero de microestados Q(ni,n2,...) que cor-
respondem a uma dada particdo {ny,ns,...} deve levar em conta também o ntimero de modos (n;, g;) que n;
particulas podem distribuir-se entre os g; estados associados ao nivel de energia ¢;, ou seja,

Q(nl,ng,...) = W(nl,nz,...) X (nl,gl) X (ng,gg) X 0o

Assim, o niimero total G(E, V, N) de possiveis microestados associados & cada partigéo, fixado pela energia
E, pelo volume V e pelo ntimero total de particulas IV, é dado por

G = Z Q(?’Ll,ng,.. )

n1,n2,...

Considerando que a probabilidade de ocorréncia de uma dada particdo é dada por
Q(ny,na,...)
G

e, que dentre todas as parti¢des possiveis aquela que é efetivamente realizada é a que corresponde ao maior
nimero de microestados?, Boltzmann deduz que as populagdes médias por microestados n;/g; seriam dadas
pela chamada distribuicao de Maxwell-Boltzmann.

P(nl,ng,...) =

1

gi

~ e—Bei

*Essa hipotese & equivalente & maximizagio da entropia.
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O procedimento de maximizacdo de Boltzmann é baseado em aproximagdes que consideram as populagoes
dos niveis como numeros grandes. Do ponto de vista classico, cada célula de energia pode conter um ntmero
arbitrario de particulas, ou seja, pode ser associada a uma populagao arbitrariamente grande. Entretanto,
de acordo com a Mecénica Quantlca esse nimero é limitado pelo principio da incerteza de Heisenberg. Por
outro lado, de acordo com a mesma Mecéanica Quéntica, para um sistema macroscépico, com muitos graus
de liberdade, a cada nivel de energia ¢; estd associado também a um alto grau de degenerescéncia (g;), e a

populagéo (n;) associada a cada nivel ou célula de energia pode ser grande.

Assim, de acordo com a Mecénica Quéntica, mesmo a condigdo para a validade da distribui¢do de Maxwell-
Boltzmann que é o limite de baixa densidade de um gas, onde os nttmeros médios de ocupacio por estados
s30 bem menores que 1, pode ser satisfeita.

Até os trabalhos de Planck (1900) e, mais explicitamente, os de Bose (1924), as particulas idénticas de um

gas ideal, além de independentes, eram consideradas distinguiveis. Entretanto, para éases degenerados, seus
Constituintes além de idénticos sdo indistinguiveis e, portanto, a mu1t1p11c1dade de cada partigdo é unitaria.

Tendo-se em conta a indistinguibilidade e o carater fermibnico ou bos6nico das particulas, as multiplici-
dades de cada tipo de gas podem ser escritas como

N! - . 1 .
—— (distinguiveis) — —— (paradoxo de Gibbs)
W(’I’Ll,ng,...)z LR Lt
1 (indistinguiveis: férmions ou bésons)
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e, os fatores relacionados as degenerescéncias dos niveis de energia, como

(ni, gi) =

ng

i (n&o-degenerados - MB)
4 gi— 1)!
(i +g: = Lt (bbsons degenerados - BE)
n!(g; — 1)!
]
S — (férmions degenerados - FD)
n;!(gi — n;)!

Desse modo, os nimeros de microestados correspondentes a cada partigdo e a cada tipo de gas sdo dados

por

OMB
. (ni—i-gi—l)!
=1L n;l(g; — 1)!

Qpp =1l n'(iln)'

Opg

Uma vez que as populacles e os graus de degenerescéncias em cada nivel sdo grandes, os niimeros de
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microestados correspondentes a uma dada partigdo, e para cada tipo de gas, podem ser escrito como

oup =1L (%) en
i + i
+ i)'
BE % n:lgzg
9i
g,
[9) =T]7. A

Tomando-se o logaritmo, os trés casos pode ser resumidos como

log Q) = Z [nilog <gi — a) — &log <1 — aniﬂ
i Ny a gi
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FD
onde a = -1 BE
0 MB

Maximizando log {2, sujeito acs vinculos,

ou seja,

onde « e 3 sdo pardmetros de ajuste (multiplicadores de Lagrange) que maximizam uma dada partigdo,
obtém-se

ou seja, as quatro distribui¢des usuais para gases ideais; a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann (a = 0),
que descreve o comportamento da populagdo média associada aos niveis de energia das particulas de um
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gés ideal ndo-degenerado, a distribuicdo de Fermi-Dirac (a = 1), que descreve a populagdo média das
particulas de um gés ideal degenerado de férmions, a distribui¢do de Bose-Einstein (¢ = —1), que descreve
a populagdo média das particulas de um gas ideal degenerado de boésons, € a distribuicao de Planck (a = —1
e o = 0), que descreve a populagdo média de fétons na radiagdo de corpo negro.
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5.4. A distribuicao canoénica de Gibbs

Apesar do método combinatorial ser aplicavel, inicialmente, somente a gases, o fato de que todo sistema
macroscopico em equilibrio térmico com sua vizinhanga pode ser dividido (a0 menos mentalmente) em um
numero muito grande de subsistemas quase-independentes, permite a sua extensdo a sistemas em equilibrio
térmico e estabelecer a chamada distribuicdo candnica.

Seja um sistema S, com energia E, em interagio e em equilibrio com a sua vizinhanga. Se U, é a energia
do sistema mais a sua vizinhanga, representada por um grande reservatério R, o nimero total de microestados

acessiveis ao conjunto (Reservatério + Sistema) é dado por

Gris = »  Gr(Us — E) Gs(E)
E

Nesse caso, a probabilidade P(F) de que o sistema seja encontrado em um macroestado de energia F é
proporcional ao nimero de microestados correspondente a esse macroestado,

P(E) ~Gr(Us — F) Gs(E) ~Gr(Us — E)
ou seja, proporcional ao niimero de estados do reservatério. *
Assim, de acordo com a definicdo de entropia para um gés ideal,

Sr=kInGpr

3 Essa hipotese s6 & valida devido aos valores extremamente grandes do niimero de estados de sistemas com muitos graus de
liberdade. Por exemplo, se G ~ 100 e Gs ~ 101023, o produto Ggr X Gg ~ GRg.
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a probabilidade P(FE), de que o sistema seja encontrado em um macroestado de energia E, pode ser expressa

por
Sr(Us — E)
P(E)xe k

Desde que F < U,, expandindo-se a entropia em torno de U, , *

ds
Sp(Us— E) = Sg(U,) —E(=E) + ...
N—— 8Uo

cte.

* O motivo pelo qual expande-se a entropia, ou seja, o logaritmo de Gr, em vez do préprio niimero de estados Gg, é que a
expansdo do logaritmo, possui uma convergéncia muito rdpida que permite que a série seja truncada em seus primeiros termos.

2 3
Por exemplo, se  G(U, — E) = G(Us) — EG'(Us,) — %G//(Uo) - %G"'(Uo) + ...

2 3
e WMGWUs—E)=InG(U,) — Eln' G(U,) — %1n"G(UO) - %ln”'G(Uo) + .

uma vez que o nimero de estados varia como Gr(U) ~ U, a expansio para o niimero de estados escrita como

Gallo = B) ~ U = NpYe - =D prye=s - Bl pryyes
E No—1(E No —1)(No —2) / E\?
~n {1 (B) [i- Bt (2) - ezt (2, )

possui uma convergéncia lenta.
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obtém-se

| P(B) ~ePE|

onde 3 & o parametro que caracteriza o equilibrio térmico dos sistema com a vizinhanga. °

Segundo a distribuicdo candnica, a entropia (S) de um sistema é dada por

S=-k (nP(E))=—-k > P(E) nP(E)

Esse procedimento, de deduzir a distribuigdo canoénica a partir da microcanénica, tem sido o mais utilizado
por um grande nimero de textos recentes [

) ? ? ? ) )

Por outro lado,

E N, [ E\?
1 o—E) ~InUN - N, + -2
nGrle —B) ~Inl, U, "2 (U) +

(BN (BN,
2\ U, 3\U,

~ 10 Gr(Us) —No (5)
& l0) A

Sgr/k
converge rapidamente para

No o dSR
InGr(Us — E) ~ —E <U) ~ =B nGr(Us) ~ = <8UO)

® 8=1/kT, onde T é a temperatura do sistema.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA Pic. 102 UrrimMa SAIR



Apesar de Boltzmann e Gibbs terem desenvolvido o chamado método dos ensembles, o método combina-
torial criado também por Boltzmann, para a fundamentacdo da Teoria Cinética dos Gases, mesmo tendo sido
criticado e rejeitado pela maioria dos fisicos do fim do século XIX, por estar associado ao modelo atémico da
matéria, tornou-se a partir dos trabalhos de Planck (1900) e de Einstein (1905-1907), e da aceitagdo e afir-

macado do carater corpuscular da matéria, uma espécie de método canénico para a abordagem de problemas
que envolvem a Mecanica a Estatistica.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAc. 103 UrrimMa SAIR



Capitulo 6

O método dos ensembles de Boltzmann-Gibbs

_ Em principio, os fundamentos da Mecéanica Estatistica deveriam ser baseados apenas em argumentos quan-
ticos. Entretanto, além de haver um grande nimero de sistemas que em primeira aproximagao obedecem as

leis da Mecénica Classica, o método dos ensembles, ! criado por Boltzmann (1871) e desenvolvido por
Gibbs [12, 20, 43, 48] em 1901, é facilmente estendido ao dominio quéntico.

! Antes de Gibbs, o conceito de ensemble foi utilizado por Maxwell (1878) em sua Mecanica Estatistica, embora tenha sido
criado por Boltzmann (1871), em sua abordagem, a partir da Mecénica Analitica no espaco de fases, para os fundamentos da
Teoria Cinética dos Gases. Foi utilizado também por Einstein (1902-1904) em sua abordagem da Mecénica Estatistica.
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A evolugdo temporal de um sistema cléssico, com 7 graus de liberdade, caracterizado por uma hamiltoniana
H, obedece as chamadas equagdes candnicas de Hamilton.

=gy i=12 ..

_ _0H(g,p,1)
v Jqi

onde ¢ = {¢} ={q1,q2, --- @} e p={pi} ={p1,p2, ... Py}
Desse modo, diz-se que os conjuntos de varidveis p e ¢ definem os estados classicos de um sistema.

Do ponto de vista matematico, o problema s6 admite solugéo tnica se, e somente se, sdo dados os valores
iniciais de cada par das varidveis chamadas de canonicamente conjugadas,

¢(0) =g i=12, ... 7

pz(o) = Pio
0 que resulta em um problema de valor inicial envolvendo 27 varidveis.

As equagdes de Hamilton permitem que se visualize a evolucdo temporal de um sistema, com 7 graus de
liberdade, como uma trajetéria dos pontos (p,q) em um “espago” de dimensdo 27 , denominado espago de
fases I" do sistema.
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Figura 6.1: Lugar geométrico dos estados de um oscilador harménico unidimensional em seu plano de fase.

Por exemplo, a trajetoria, no espago de fases, de um oscilador harmdnico unidimensional, de massa m e
constante elastica k, sujeito as condigdes iniciais

é dada pela elipse (Fig. 6.1), no espago de fases bidimensional (g, p), definida pela expressdo da energia,

2

p 1 5 1 2
E=2 4 2k?=2kA

om 127 T3

Devido a impossibilidade do conhecimento das condigbes iniciais ou da solugdo numérica do problema,
quando 7 for “muito grande”, Gibbs imagina uma colegdo (ensemble) de sistemas distribuidos no espago
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de fases do sistema original com coordenadas candnicas compativeis com a hamiltoniana. que pode ser
caracterizado por uma fungdo D(q,p,t), tal que o niimero N de sistemas no ensemble seja dado por,

NZ/D(q,p,t) dQ

n
onde df) = qui dp; é o elemento de volume no espago de fase.
i=1
Classicamente, ¢; e p; sdo variaveis continuas que podem ter qualquer valor real, e, portanto, N e D tendem
a infinito. Gibbs contorna esse problema introduzindo uma distribuicdo normalizada p(q, p,t) do ensemble,

(¢,p,t) = lim D
p q7p7 - N-—oo N

tal que
/p(q,p,t) d2 =1
Assim,

d
— £)dQ =
pr p(q,p,t) 0

Op dp . p .
“r “r . ZF 5 0=
/{aﬁ;aqiq”;apip}d ’
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Desde que cada sistema, ou ponto do ensemble, obedece as equagdes de Hamilton, a evolucdo temporal
da densidade do ensemble obedece a chamada equacio de Liouville. 2

dp

onde

De acordo com Gibbs, a distribuigdo normalizada de pontos (ou de membros do ensemble) no espago de

fases ébu;ma densidade de probabilidades associada a cada ponto da regido do espago de fases ocupada pelo
ensemble.

Desse modo, mediante a fungdo densidade p(q,p,t), o valor médio de qualquer grandeza fisica f(q,p),
dependente das coordenadas canonicamente conjugadas ¢ e p, associada ao sistema é dada por

(f(g,p)) = /f(q,p) p(q, p,t)dQ

2 A equagio de Liouville permite a extensio dos métodos estatisticos aos sistemas ligeiramente fora do equilibrio. Essa
abordagem foi realizada, inicialmente, por Prigogine, no dominio classico, e Kubo, no dominio quéantico.
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Para um ensemble estacionario, em equilibrio térmico, denominado ensemble canénico,

op
a_o

a equagdo de Liouville mostra que
{H,p} =0
Escrevendo-se a hamiltoniana do sistema como
H(g,p,t) = Ho(g,p) + V(1)
onde H, = E é a energia do sistema quando isolado e V'(¢) representa as pequenas interagdes do sistema com

a sua vizinhanga, suficientes apenas para estabelecer o equilibrio térmico, Gibbs assume que a densidade de
probabilidade do ensemble é dada pela distribuicao canénica,

| o(q,p) = p(H) x e PH(@:P) |

onde 3 é um pardmetro que caracteriza o equilibrio térmico e H ~ H,. A dependéncia da fungdo densidade
nas variaveis candnicas se d& por meio da energia.

Com relagdo a forma da distribuigdo candnica, Gibbs argumenta que, em certo sentido, um ensemble
candnico equivale a um conjunto nio-degenerado de constituintes, em equilibrio térmico, onde cada consti-
tuinte é uma réplica do sistema com hamiltonianas de mesma forma, mas valores (energias) distintos. Desse
modo, a densidade de probabilidade associada ao ensemble candnico é dada pelo chamado fator de Boltzmann
e BH,
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Para um ensemble canénico, a chamada entropia (S5) de Gibbs é definida como

5=~k (lnp) =~k [ plap) lnpla.p)d0

Para um ensemble estacionario de sistemas isolados, denominado ensemble microcanonico [4, 12, 14,

, , 43] 3, a regifio ocupada pelo ensemble, deﬁmda pelos limites impostos as variaveis canénicas

pela ham11ton1ana e por outros vinculos externos, é uma h1persuperf1c1e de dimenséo (21—1), na qual a energia
é constante (superficie iso-energética X ), deﬁmda por

H(q,p)=F

Nesse caso, Gibbs assume que a densidade de probabilidade do ensemble é dada pela chamada distribuigao
microcanonica.

" p(H) o (H — E)]

A teoria dos ensembles expressa, de maneira refinada, a idéia de que o comportamento de um sistema
macroscopico ndo depende das condigdes iniciais. Uma vez que Boltzmann desenvolveu a sua teoria dos en-
sembles para fundamentagdo da Teoria Cinética dos Gases, sua teoria estava ligada também a um modelo de
interacdo entre as moléculas de uma gas. Gibbs, por outro lado, desenvolve a teoria abandonando qualquer
modelo de interagéo e, desse modo, obtém uma formulagao capaz ' de ser utilizada com qualquer modelo de in-
teragdo ou teoria Mecénica (Cléssica ou Quéntica) que descreva o comportamento individual dos constituintes
de um sistema em equilibrio.

3 O ensemble, originalmente, criado por Boltzmann (1871) e utilizado por Maxwell (1878).
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6.1. A distribuicao microcandnica

Por causa de seu argumento complicado, a utilizagdo da distribuigdo microcandnica na forma de uma fungéo
delta torna-se dificil. Entretanto, de acordo com a chamada “hipotese ergédica”, no decorrer do tempo, um

sistema isolado ocuparia cada um de seus possiveis microestados* com igual probabilidade, ou seja, um
ensemble microcandnico, apresentar-se-ia com uma distribui¢do uniforme na superficie iso-energética >z, de
tal modo que a probabilidade P; associada a cada microestado 7 seria inversamente proporcional ao nimero
total de estados G(E) acessiveis na superficie iso-energética X .

1

" am

Utilizando-se a definigdo da entropia de Gibbs, a entropia do ensemble microcandénico é dada por,

G(E)
S=-k ) PilogP =klogG(E)
=1

ou seja, para um ensemble microcandnico, a definigdo de entropia de Gibbs coincide com a definigdo de
Planck. ®

“ A hipétese ergodica ndo é estritamente necesséria, basta admitir-se como valida a chamada “hipétese quase-ergodica”, que tem
como premissa que, no decorrer do tempo, um sistema isolado passaria por pontos muito préximos a cada um de seus possiveis
microestados.

® Nesse sentido, a definigdio de entropia de Planck considera que os microestados associados a um dado macroestado sio
igualmente provaveis, o que sé ocorreria para gases ideais isolados.
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Desde que o nimero total de estados G(F) é proporcional a drea Sp da superficie iso-energética g, e o
volume AVg da area limitada pelas superficies X.p e X g Ap pode ser expresso por

OF

de acordo com o principio de incerteza de Heisenberg, o nimero total de estados em um ensemble micro-
candnico, com 7 graus de liberdade, podera ser calculado por

onde Vg é o volume da regido limitada pela superficie iso-energética > .

AVg = Sg AE = <6VE> AE

6.1.1. O gas ideal classico

Por exemplo, para um gés ideal classico, constituido por N particulas idénticas, de massa m, e, portanto,
energia total dada por

3N
-y .
— 2m
=1
onde {p;} sdo os momenta das particulas, de acordo com o principio de Heisenberg, o ntimero total de
microestados é dado por
/ A3Nq A3N

Ve

GE) = h3N OFE
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Como a energia ndo depende das coordenadas espaciais, a parte espacial da integragdo resulta em
/ASNq — VN
e, a parte dos momenta é igual ao volume da regido limitada pela hipersuperficie de raio R = v2mFE, ou seja,
/ASNp ~ R3N = (ZmE)%N

Assim,
Vi ~ VN (2mE)zN

1 oVg N

_ N SN L2N-1
= 73N 3E ~ h3NV (2m)2" E>2

G(E)

Desde que N > 1,

Njw

N

2mE
G(E) ~ NVN < 7 )
Desse modo, a entropia S = klog G é dada por

3
S = NklogV + §Nk‘logE+Cte.

P_(05\ _ Nk
T \oV)p, V
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resulta a equagio de Clapeyron,

PV = NKT
Da definigdo de temperatura,
1 [0S 3Nk
T \0E), 2E
resulta a expressdo para a energia total
E= §N kT
2
de modo que a capacidade térmica a volume constante,
oF
C,=|=—=
= (5),
é dada por
3
CV ES QN]{;

Ou seja, segundo a distribuigdo microcandnica, um gas ideal comporta-se como um gas ndo-degenerado.

Operacionalmente, no ensemble microcandnico as grandezas termodindmicas sdo calculadas a partir da
entropia e, no ensemble candnico, a partir da chamada fungdo de particdo ou da proépria expressao para a

probabilidade.
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6.1.2. O gas de spins




6.2. Aplicacoes da distribuicao candnica

Pode-se utilizar de varios argumentos, classicos ou quénticos, para estabelecer a plausibilidade de uma
determinada distribui¢do de probabilidades. Entretanto, em qualquer teoria fisica, um argumento fundamen-
tal (necessario, mas néo suficiente) é o da concordancia de suas predi¢es com os experimentos realizados nos
laboratorios.

De um modo pragmatico, Feynman [11] admite como principal hipétese da Mecanica Estatistica que:

A probabilidade de ocorréncia de um estado com energia F para um sis-
tema macroscopico com ntmero (/N) fixo de constituintes, em equilibrio
térmico com sua vizinhanga, & temperatura 7, é proporcional a

_E
¢ KT

onde k = 1.38 x 10723J /K & a constante de Boltzmann.

Ou seja, sistemas em equilibrio térmico obedecem & distribui¢do candnica.

A plausibilidade da distribuigdo canénica pode ser estabelecida a partir de duas hipdteses relativas ao
equilibrio térmico entre dois sistemas.

Sejam dois sistemas (1 e 2) com ntmero fixo de particulas, energias £; e F», e em equilibrio térmico a
temperatura 7.
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A energia total E dos dois sistemas é

E=FE1+Ey+ Vi

onde Vi, é a energia potencial de interagio entre os dois sistemas.

Considerando que, em equilibrio térmico, as interaces entre os sistemas sdo pequenas comparadas as suas

energias,
‘/int << Ela E2
ou seja, os sistemas sdo praticamente independentes,
E~Fi+ FEy

A energia de um sistema macroscépico € uma grandeza
aditiva.

e hipétese 1: a probabilidade de um sistema encontrar-se em um estado ¢ s6 depende da energia F, ou
seja,
Py (E) — probabilidade de ocorréncia de um estado ¢g.

Uma vez que os sistemas estdo em equilibrio térmico,

InP(E) =InP(Er)+InP(Es)
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Derivando-se os logaritmos, obtém-se

0 d OF d
—1 E)=—1 F)—=—1 E
a5, WPE) = g nPE) 55 = g5, P(EY)
—~—
1
0 d OF d
——
1
Desse modo,
d

é uma constante que caracteriza o equilibrio térmico.

o hipétese 2: a probabilidade de ocorréncia de estados com menor energia é maior do que a de estados
mais energéticos, ou seja,
d

o InP(E)= -4

onde § é uma constante positiva.

Integrando-se, resulta na distribuigdo candnica.
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onde Z é uma constante, denominada funcao de particao candénica, que é determinada a partir da condigio

de normalizacdo,
Y PE)=1

estados

ou seja,

7z = Z e PE

estados

6.2.1. Propriedades da funcao de particao canénica

A grande vantagem e principal caracteristica operacional da distribui¢do candnica é a possibilidade de se
expressar a fungdo de partigdo de um sistema macroscopico como um produto de fungdes de partigbes de
subsistemas quase-independentes.

Por exemplo, ao se dividir um sistema em equilibrio térmico com sua vizinhanca, a temperatura 7', em
dois subsistemas S; e Sy, com energias F; e F», a probabilidade de ocorréncia de um estado com energia
E ~ FE; + Es é dada por

P(E) ~ P(Ey) P(E»)
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Assim,

1 -B8E+E)_1 -8B 1 -pE

Z A Z3
onde Z; = Z ¢ BEi
estados
obtém-se
[ Z=2, Z5]
ou seja,

A fungdo de particdo de um sistema macroscépico, em equilibrio
térmico, pode ser fatorada em fungdes de particbes de subsistemas
quase-independentes.

Do ponto de vista quéntico, sistemas fechados ou estaveis possuem um espectro de energia discreto,
{E1,Ey,...,E,,...}, onde cada nivel de energia F, estd associado a um grau de degenerescéncia g, , ou

seja, corresponde a g, estados. Desse modo, a fungéo de partigdo deve ser calculada por uma soma do fator
exponencial da distribuicdo candnica, ponderado pelos graus de degenerescéncia de cada nivel.

7 — Zgne—ﬁEn
n
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Para a maioria dos sistemas macroscépicos, o niimero de estados associados a um dado nivel é tdo grande
que a degenerescéncia associada a cada nivel é substituida por uma densidade g(E) de estados definida por

dG
Q(E) ~ 4E

onde dG' é o nimero de estados no intervalo de energia dE e, como o usual, as somas sdo substituidas por
integrais, e calcula-se a fungdo de particdo por

Z = / g(E) e PEQE

6.2.2. A aproximacgao classica
Expressando-se a fungdo de partigdo como
Z = /e_ﬁE dG

o nimero de estados para um sistema com 7 graus de liberdade, em um pequeno intervalo de energia, na
formulagio de Hamilton, seria proporcional ao volume no espaco de fases de dimenséo 27, associado ao sistema,

Y
dQ = [ [ dg; dps
i=1
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onde {¢;} = {q1, 92, --. @y} e {pi} = {p1,p2, ... Dy}

sdo as coordenadas generalizadas do sistema e seus respectivos momenta.

De acordo com o principio de Heisenberg, os limites para as incertezas, og; € op;, associadas a cada par
de variéveis conjugadas, {¢;,p;}, € da ordem de

0q0p; ~ dijh

onde h = 6,626 x 1073* J.s é a constante de Planck. Assim,

O volume minimo acessivel a um sistema, com n graus de liberdade,
em seu espago de fases é da ordem de h".

Desse modo, o niimero de estados é fixado por

dQ

e, pode-se definir a fungio de particio classica por ©

8 Em célculos praticos, a inclusio da constante de Planck, ou de qualquer constante, nio altera as previsdes dos valores de
varidveis como a energia média, a pressdo ou calores especificos, que dependem de expressdes que envolvem derivadas da fungio
de parti¢do com relagdo a outras varidveis. Apenas para se determinar um valor absoluto para a entropia, torna-se necessario o
conhecimento completo das constantes na expressdo da fungdo de partigdo.
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Zc = % e~ PE 40

Se a energia ndo depende de algumas coordenadas, por exemplo, em um sistema no qual a energia s6
depende da configuragdo espacial, ou seja, a energia s6 contém a parcela de energia potencial, a fungdo de
partigdo pode ser expressa por

n n
1 _
Zc = /” dpj 5 [e PEOTT das
Al i=1

Zipy = cte. Zig}

Do ponto de vista pratico, basta se calcular o fator relevante e representar a fungdo de partigdo por

1 B n
Zo= /e 550 [ dg:
=1

6.2.3. A analogia Termodinamica de Gibbs

Seja E(V, X)) a energia de um estado particular de um sistema em equilibrio térmico a temperatura 7', onde
V' & o volume do sistema e X representa qualquer outro parametro extensivo do sistema.
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Nesse caso, a energia média total do sistema (E) = U pode ser calculada por
U=Y E(V,X)P(E) = dU=) EdP+)» PdE

E
Uma vez que, nP=—fFE—-InZ — E=-"'InP+InZ) e dE—ngV+§XdX

a variagdo de energia pode ser expressa por

( S PP +InZ de )+ZWPdV+Z—PdX

Zpdlnp <375> <g7§>

Da condicdo de normalizacéo,

Y PE)=1 & > dP=0
d(Z(lnP)P) =5 P)dP+ Y PdP
| S — N———

d(npP) Z dP =0

segue-se que

Assim,

_d(-mP) /OE OF
dU_6+<aV> dV+<8X> dx
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De acordo com Gibbs [12], comparando-se a expressdo anterior com a expressdo da 12 e a 22 lei da

Termodindmica para processos reversiveis,
dU =TdS — PdV +YdX

onde S é a entropia do sistema, P a pressdo e Y a varidvel intensiva conjugada a X, pode-se estabelecer as

correspondéncias ’

onde k = 1.38 x 10723 J/K é a constante de Boltzmann.

" A rigor, a identificagio da entropia, a partir da analogia de Gibbs, s6 & definida a menos de uma constante.
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6.2.4. Funcgoes termodinamicas

Estabelecida a correspondéncia entre a Mecanica Estatistica e a Termodindmica do equilibrio, todas as

fungdes de estado podem ser obtidas a partir da funcio de particéo.

Uma vez que

2= e gg:_ZEe_gE

a energia média pode ser obtida por

De acordo com a expressio
InP=—-pBFE—-InZ

a entropia pode ser calculada por
U
S = ? —|—k‘an—|—Cte

S:%—i—kan
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e a fungdo de Helmholtz (F = U — T'S) por

Alternativamente, a entropia pode ser calculada por

a pressdo por

e, em geral, qualquer variavel intensiva Y por

OF 0
=== = _—(kTlhZ
5 (0T>V,X 8T( n2) V,X
p__ or _ T O0lnZ
oV T.X oV T.X
v — ai _ T olnZz
0X )y 0X Jrv
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Uma vez estabelecidas as relacdes que identificam ou definem as varidveis de estado de um sistema ma-
croscépico, pode-se conjuga-las com outras relagdes termodindmicas para a determinacdo ou interpretacio de
outras grandezas, nfo tdo usuais, associadas a um dado sistema. Esse procedimento foi e tem sido frutifero
na descoberta, investigagdo e explicagdo de diversos fendmenos, principalmente, com os trabalhos de Planck,
Einstein e Landau.

Assim, se a entropia ou a energia de um sistema em equilibrio térmico, & temperatura 7', foi previamente
determinada (experimental ou teoricamente), a relagdo

1_(w
T \BY ) e

permite a determinagdo outras equagdes de estado. Essa relagdo foi amplamente utilizada por Planck e
Einstein, em seus estudos sobre a radiagdo do corpo negro.

Por exemplo, Einstein, em 1905, com argumentos probabilisticos, calculou uma expressdo para entropia
de um gés ideal ndo-degenerado, que permite analisar a sua variagdo com respeito ao volume e, de imediato
determinar a equagdo de estado do gas ideal.

Segundo Hinstein, se o volume V ocupado por um gés ideal ndo-degenerado, com N particulas e energia

U, for dividido em regides de volume V;, o ntimero de estados associado a cada uma das particulas do gas é
proporcional & V/V,. Assim, para N particulas independentes, o niimero de estados G é proporcional a

(v)

Considerando que os estados sdo igualmente provaveis, ou seja, que a probabilidade de ocorréncia p de cada
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um dos G estados é dada por

P:a

a entropia é dada por &
S=kInG=NkInV + cte.

Assim, a equagdo de estado de um gas ideal nio-degenerado é dada por °

P a8

Cabe notar que a arbitrariedade da divisdo do volume V, ou seja, a escolha de um volume V,, a menos do
valor absoluto para a entropia, ndo acarreta nenhum problema, uma vez que apenas variacdes de entropia sio
relevantes para a determinagdo de qualquer propriedade macroscopica do gas. Entretanto, do ponto de vista
quéantico, uma vez que existe um volume minimo permitido pelo principio da incerteza, € possivel assinalar
uma escala absoluta para a entropia que justifica a chamada 32 lei da Termodindmica.

8Uma vez que
G G
S 1 1
ko ;leilnpi =- ;:1 g =mhG

®Para outras fungées é necessario determinar além do volume, a dependéncia do niimero de estados com outros parametros
como a energia, temperatura ou campos externos.
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6.2.5. Gases ideais

Para sistemas nos quais seus subsistemas ou constituintes quase-independentes séo distinguiveis por suas
localizacdes espaciais, diregdes de propagagéo ou qualquer outra propriedade, a fatoragdo da fungéo de partigéo
candnica pode ser levada ao nivel de seus constituintes (d&tomos, moléculas, osciladores, spins, etc). Ou seja,

N
Z = HZZ
i=1

onde N é o niimero de constituintes do sistema e z; € a fungdo de particio de cada constituinte'°.

No caso de constituintes idénticos,
V
Z =z

Para gases degenerados, onde a natureza fermidnica ou bosdnica das particulas constituintes deve ser
levada em conta, a ndo distinguibilidade das particulas, ainda que :}dé;ntic'as.,l'1 ndo permite a fatoracio ao
nivel de cada constituinte. O problema da distinguibilidade ou indistinguibilidade das particulas pode ser
esclarecido ao representar a fungdo de partigdo em termos dos chamados ntimeros de ocupacgao, ou seja, 0s
nimeros de particulas associados aos diversos niveis de energia de um gés.

10Nesse sentido, nos referimos ao equilibrio térmico de um atomo ou de uma molécula com o restante do gas. E, de maneira
mais relaxada, & temperatura de um adtomo, uma molécula ou qualquer dos constituintes de um gas.
" Particulas idénticas fermi6nicas ou bosénicas sio indistinguiveis.
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Utilizando-se o espectro de energia de cada uma das particulas, a energia (F) de um gas, num dado
instante, com nimero (N) fixo de particulas pode-se escrever

E:Zn,—q
N:Zni
)

onde os n; sdo 0s nimeros de ocupacao ou populacoes dos niveis.

Esses dois vinculos podem ser satisfeitos por uma infinidade de combinagdes do tipo {ni,ng,...... }, de-
nominadas particoes e, representando-se o ntimero possivel de realizagdes (multiplicidade) de cada partigio
por W(ny,ng,...... ), a fungdo de particdo candnica pode ser expressa por

Z = Z W(ni,na,...... Y~ 2 Anacs
ni,n2,
= Z W(ni,ng,...... )e_"lﬁele_"ﬁ62
ni,nz,

A determinagdo da multiplicidade de uma partigdo depende, essencialmente, do vinculo associado ao
nimero de constituintes e do modo de contagem desses constituintes.
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Se as particulas idénticas de uma gas fossem distinguiveis, a multiplicidade de cada particio seria dada
pela formula multinomial
N!

W=—+——
nl'nQ'

e, portanto,

N! _ ni o/ _ ny
Zuw = 3 g () ()

n1,n2,...

—Be —Be N N
= (e Ba 4 e 52...) = z;

= E e Ben
n

onde z; é a funcdo de particdo de cada constituinte.

Para gases ndo-degenerados, onde o nimero médio (n;) de ocupagdo em cada nivel de energia ¢; € quase
nulo, de certo modo, o problema da indistinguibilidade ndo se manifesta e, a funcdo de particdo do gas é igual
12 :
a Zgist <. Assim,

A fungdo de particdo candnica para gases nao-degenerados pode ser
fatorada até o nivel de seus constituintes.

12Fssa hipotese sera analisada de modo mais detalhado, na subsegdo 8.0.4 sobre o gés ideal.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PiAc. 132 UrrimMa SAIR



No caso de gases degenerados, onde a hipétese sobre a distinguibilidade ndo se aplica, as particulas
constituintes sdo indistinguiveis e, sé existe uma realizacdo para cada partigdo, ou seja, a multiplicidade de

cada particdo é
e, portanto,

ni ng

onde os indices n; ndo sio independentes.

Somente para um gas de bésons com infinitos graus de liberdade (N — oo0) ou numero indefinido de
constituintes, os termos da soma da fungdo de particdo candnica sdo independentes (0 < n; < oo) e, portanto,

pode ser expressa por

[e.9]

onde z; = Z (e_ﬁei)m = 1156
_ P

n; =0

1 1
7= <1—eﬂ€1> <1—6 ﬁ@) _1:1%

No caso de um gés com um nimero (/N) finito e definido de constituintes, a realizagdo das somas, em
Zqist, satisfazendo o vinculo associado ao nimero de constituintes, torna-se praticamente impossivel.
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Uma alternativa para se contornar esse problema, que permite a determinacio da populagio média em
cada nivel de energia de um gés degenerado, é através do método (Segdo 7.2) estabelecido por Darwin e Fowler
(1922) [15, 23, 29, 17,

De outro modo, pode-se utilizar o método de Gibbs para se definir outros tipos de distribuigdes. Uma
distribuigdo que descreve sistemas em equilibrio térmico e difusivo '® é a denominada distribuicdo gran-
canénica [12, 48] 1%, estabelecida também por Gibbs, em 1901.

6.2.6. A distribuicao de Planck (1901)

A energia média U, no caso de gases de bdsons com infinitos graus de liberdade ou ntimero indefinido de
constituintes, onde a funcio de particdo é dada por

Z:HZZ'
i

B 1
11— e P

U_ _Zalggzi

Zq

pode ser calculada por

13Bquilibrio relativo a troca de particulas.
14 A distribuicdo gran-canénica (Apéndice 6.3) descreve sistemas com nimero de particulas variaveis e, a partir dela pode-se
realizar a partigdo de um gés degenerado ao nivel das particulas que o constituem.
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ou seja,
0 1 e~ Bei
=5 s = X (1)«

Comparando-se com a expressio

Pode-se estabelecer que

O nimero médio de ocupacdo, para um gas de bésons com infinito graus
de liberdade ou numero de constituintes indefinidos, em equilibrio tér-
mico A temperatura 7' é dado pela Distribuicao de Planck.

1
() = e

Na pratica, além de gases de fétons, para os quais 7. ~ 107K, a distribuigdo de Planck [34, 32] descreve
também outros sistemas degenerados de bésons ndo-massivos, com nimero indefinido de constituintes, como
um gas degenerado de fénons em uma rede cristalina.
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6.2.7. A distribuicdo de Maxwell-Boltzmann (1860-1871)

Para sistemas constituidos por N subsistemas idénticos, distinguiveis e independentes ou gases ndo-degenerados,
em equilibrio térmico & temperatura 7', a energia média por constituinte (U/N) do gas pode ser calculada por

%: () = —=—logz

onde z = E ¢=P€ & somada ou integrada sobre o espectro de energia dos subsistemas ou particulas consti-
tuintes.

Expressando-se a energia média por

_ > e e—Pe

z

{€)

pode-se identificar o fator e3¢ /z como a probabilidade de ocorréncia de um estado com energia ¢, para os
subsistemas idénticos, distinguiveis e independentes de um sistema macroscopico ou para as particulas de um
gas ndo-degenerado.

No caso de gases ndo-degenerados, essa probabilidade pode ser expressa também por

(n)
N
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de modo que

O numero médio de ocupagdo para um gas ndo-degenerado, com N par-
ticulas, em equilibrio térmico a temperatura 7" é dado pela distribuigao
de Maxwell-Boltzmann

(n;) = reBéi

onde N
A= ———
> e P

é a atividade do gés.

Esse resultado nada mais € que a generalizagdo da abordagem do estudo dos gases iniciada por Clausius,
Maxwell e Boltzmann e, pode ser aplicada a varios sistemas e processos fisicos, nos quais a fungdo de partigdo
candnica pode ser fatorada até seus constituintes como gases dielétricos, constituidos por moléculas polares.

6.2.8. Flutuacoes e conexao entre as distribuicoes candnica e microcandnica

Representar a fungdo de partigdo por uma soma sobre os valores de energia, em vez dos estados, equivale
a afirmacéo de que a probabilidade associada a um dado nivel é dada por

P(B) ~ g(E) ¢
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ou seja, pelo produto de dois fatores antagbnicos, um fator exponencial que decresce com a energia e outro,
a densidade de estados, que cresce com a energia.

Desse modo, a probabilidade apresenta um maximo para algum valor U, determinado por

0
9 —BE _
ok [g(E) c }E:U 0
!
1 Jg dlogyg
- == = =pB=1/kT
g OF|p_y OF |p_y /

Uma vez que o numero de estados G, num pequeno intervalo de energia AF, em torno de U, que independe
de E, & dado por G = gAF, a relagio *°

875’ B k@logG
ou), =~ OF

permite identificar U com a energia média.

_ dlogg 1

g oU T

5Uma vez que

G(E) ~ EN
U
dlog G(E) _ 0logG(U)
OE  |p_y ~ OU
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Expandindo-se log P(E) em torno de U,

82
g P(E) = 10gP(O) - 5 [gotoeP®) (B0 .
E=U
ok 2
~ -1 |2 esP)| @-0)
e, uma vez que,
log P(E) = logg(E) — BE
2
a derivada segunda 32 log P(E) .
pode se expressa por
i Ologyg 81/T
OFE 8E
1/l~cT 1/T2
Assim,
—1
ePE) ~ (9U/aT),, E-U)
N———
CV
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resulta 6

(E-U)?
P(E)~ec 2KT?C,

(E-U)
U

P(E) ~ e~ (E/U —1)° /2

Expressando-se em termos da variagéo relativa da energia

evidencia que a distribuigdo resultante para sistemas com muitos graus de liberdade, por exemplo, um gés
molecular ndo degenerado, é extremamente centrada em torno da energia média U, com largura

A [kT?C,,
U2
guase nula, uma vez que

C, ~ Nk
— A~x

2l

U~ NET

18Essa forma foi utilizada por Gibbs para representar a distribuigdo microcanénica.
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Nesse sentido, as predi¢des da Mecénica Estatistica para sistemas com muitos graus de liberdade, em
equilibrio térmico, sdo praticamente isentas de incertezas, ou seja, sdo praticamente exatas.

Esse comportamento pode ser evidenciado também através do calculo da flutuacdo da energia em torno

da energia média,
(AB) = (E?) — (E)?

Uma vez que

(B)Z=) E PP
Y
O(E) _ _
WZ—<E> Y EefP=_)"FE? PP
(E) Z (B2) Z
Y
U
e oU
2 _ _ 2 (Y _ 2
(AE)? = o5 — T (aT)V_k;T C,

chega-se a flutuacdo relativa
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que para gases nio degenerados é da ordem de 1/v/N.

Esses resultados explicam o porqué das distribuigdes candnica e microcandnica levarem as mesmas con-
clusdes, quando aplicadas aos sistemas macroscépicos.
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6.3. A distribuicao gran-canoénica

A chamada distribuigdo gran-candnica descreve o comportamento de sistemas em interagdo com sua vizi-
nhanga, mas em equilibrio térmico ou difusivo, ou seja, sistemas abertos que trocam energia e particulas com
sua vizinhanga.

Sua forma funcional pode ser estabelecida de modo anélogo ao procedimento candnico.

Sejam dois sistemas abertos'’(1 e 2), com energias e niimeros de constituintes, (F1, V1) e (E2, N3), res-
pectivamente.

Em equilibrio térmico (& temperatura 7) e difusivo, a energia e o niimero de constituintes totais sdo dados
por

E=F +E

N =N +N,

e Hipotese 1 : A probabilidade de um sistema aberto encontrar-se em um estado v s6 depende da energia
E e do namero de constituintes N, ou seja,
Py(E,N)

17Que trocam apenas um tipo de particula.
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Para os dois sistemas em equilibrio,
{ P(E,N)=P(E1,N1).P(Ey, N)

log P(E,N) = log P(E1,N1) + log P(E2, N2)

Derivando-se os logaritmos, obtém-se

0 d oF d
1 ——1 —1
95, og P ng@El iE og P1
——

1

9 d OF  d
95, logP = @logP OE, d—EzlogPQ
——
1
¢ 9 d N d
9 ogP= Leep N _ 4
an; 08P = g losP oar = g e P
~——
1
9 N d
9 1 1
N, o8P = dN 8P 5x%; o v P
\ 1
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Desse modo,

0

0

e Hipodtese 2 : A probabilidade de ocorréncia de estados com menor energia é maior do que a de estados
mais energéticos, ou seja, a constante 5 = 1/kT, que caracteriza o equilibrio térmico é positiva. Entretanto,
a constante v = u/kT, que caracteriza o equilibrio difusivo. pode ser positiva ou negativa.

Tais relagdes sdo satisfeitas por

1
P(E,N) = ZevN —BE

onde Z; é uma constante, denominada funcao de particao gran-canénica, que é determinada a partir da
condigido de normalizagio,
Y PEN) =1

N ,estados
ou seja,
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que, usualmente, é expressa por

N ,estados

Zag = Z N -BE

Z(;:Z Ze_BE" eV
N

n

Assim, de modo anélogo ao procedimento candnico, a energia, a pressdo e o nimero de constituintes

meédios sdo dados por

0log Z¢
U=_—"9°7CG
op
8log ZG
P=kr————
oV
dlog Zg
N = —
Oy
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Do mesmo modo que para a_ distribuigdo canonica, as flutuagdes relativas de energia e do niimero de
particulas sfo despreziveis para sistemas macroscépicos, ou seja,

(AN)? = (N?) = (N)?

Uma vez que

<N) ZG:ZN N -BE

~~
N
4
O s ) SN N30 3 2 s
v
W) Za WN?) Zg
4
ON ON
(AN)?> = — =kT <)
dy ) ry
Para gases ndo-degenerados, onde
~ kT log N
chega-se a flutuacdo relativa
AN _ 1
N VN

Esses resultados explicam o porqué das distribui¢des gran-candnica, canénica e microcanénica levarem as
mesmas conclusdes, quando aplicadas aos sistemas macroscopicos.
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6.3.1. As distribuigoes de Fermi-Dirac e Bose-Einstein

Ao utilizar-se a funcfo de particdo gran-candnica no estudo de um gés, sujeito aos vinculos

N:an‘
:Zniq

onde os n; sdo os nimeros de ocupagdo dos niveis de energia ¢; das particulas constituintes, pode-se escrever

> (v — Beiyns
ZG = Z Ze @

Como a soma sobre todos os valores de V é equivalente a somar sobre todos os n;,

ZG_HZ[ v— Beq]

Expandindo-se para férmions e bésons, obtém-se

Ze =] [1 T8 e(v—ﬁﬁi)rl

i — bésons

+ férmions
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e, uma vez que
+ férmions
log Zg = + Zlog [1 + e(7=hBe)
% N o .
e (3o bésons
a energia média é dada por

P . + férmions
_ _OlogZg _ |
V=""25 = Z eBa=) £ 1° )

2 T — bésons

onde

+ férmions

— bébsons

sdo os numeros médios de ocupagdo, denominados de distribui¢ao de Fermi-Dirac , no caso de férmions,
e distribuicao de Bose-Einstein, no caso de bdsons.
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Fazendo-se f*(S3¢;) = logh*(B¢;), a energia média e a pressdo podem ser expressas como

B 310gZG 2 tn
U=-—35" aﬁZf (Be:)

P kT@log ZG Zfi Be;)

Levando-se em conta as densidades de estados

Vel/2  (part. ngo-relat.)

gle) ~ . . :
9 bésons ndo massivos
Ve
ou part. ultra-relat.

pode-se escrever

U==Fcte. V %I(ﬁ)

P=+ ; cte. I(p)

onde I(B) = /( E;/Q > F=(Be) de
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Fazendo-se © = fe —> dx = Bde

cte.
Assim,
§ 5—5/2
U==cte. V 2
3574
-5/2
P =+ cte. ( 2_4 >
Implica que a relag8o entre a pressfo e a energia média para gases sdo dadas por
2U
IV (part. nédo-relat.)

1U bosons ndo massivos
3V ou part. ultra-relat.

Assim, a distribuigdo gran-candnica mostra que, essas relagbes, estabelecidas no apéndice 77 para gases
ndo-degenerados, valem também para gases degenerados. Ou seja, independem da natureza fermidnica ou
bosdnica das particulas de um gas ideal, s6 dependem de suas relagdes de dispersao.
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O limite classico, descrito pela distribui¢io de Maxwell-Boltzmann (1860-1871), é estabelecido impondo-
se a condi¢do de nio-degenerescéncia de uma gas,

(n;) <1
Desde que
1 X e Bei
(i) =~ 577 = ;
Alefe£1 1L N ePe
Y
B 1
IR
Y

=) e B

1F <nL>

(ni)
1 + <nz)
a condicio de nio-degenerescéncia implica

nédo-degenerados

ST G

Em geral, o pardmetro ), denominado atividade, é escrito como

A = H/KT
onde p(T) é o potencial quimico®.

18Para gases nio-degenerados (A < 1), o potencial quimico é negativo (i < 0).
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Desse modo, as distribuigdes usuais, que descrevem o comportamento dos gases ideias podem ser resumidas
como:

N 1
i) = 3T efe xa
0 Maxwell-Boltzmann
+1 Fermi-Dirac

—1 Bose-HEinstein
—1(A=1) Planck

Os fétons e os fonons podem ser encarados como bdsons cujo numero é indefinido, tal que = 0.

6.3.2. O potencial quimico de gases degenerados de férmions nao-relativisticos

A distribuigdo de Fermi-Dirac para gases completamente degenerados (7' = 0K),
1 i < u(0)
(ni)r=0 =

0 € > 1(0)
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mostra que o nivel de Fermi (¢, ) é o potencial quimico para 7' = 0K, ou seja,

Para um géas fortemente degenerado, onde

0K<T T,
a distribuicdo (n(e)) = f(e) ainda é tal que

of

B¢ (e—n)

.0 . .
ou seja, a—f é uma funcgdo par cujo valor sé é aprecidvel em torno de € = pu.
€

Nesse caso, as expressdes que determinam o nimero N de particulas e a energia U do gas,

N = /0 9(e) 1(e) de

U:/o € gle) f(e) de
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3 N
onde g(e) = = =7 ¢'/2, envolvem integrais do tipo
€p

€ 6V+1
onde G(e) = / €’ de =
0 14 + 1

de tal modo que

3
_ 2 v 1)2
N_2 3 € M
€r
3 N L,
U:*WE/Mg/Q
€r

Fazendo-se x = % = kT'dz = de,

]\/[,,:/OO G(p+ kTx) <—g£) dx

—p/kT——o00
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desde que KTz — 0,

Gp+kTz) = G(u) + G'(wkTx + %G”(u)(szac)2 + ...

Gy =T ) = @) = v
v+1’ ’
e)
fmpar par
o 0 1 o0 9
M, =G(u) + k:TG’(u)/ <0£) dw — o (kT)? G”(u)/ 2 ((9?;) d

Escrevendo-se
/00 2 (g‘;) dz :2/000502 <g£) dx = {IQ f(x) 80—2/Ooox f(x) dx}

__4/0°Oxf(x) o
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resulta o
M, = G(p) + 2G" (1) (kTx)>2 / SR —
»= G+ 26" W) | e
w2 /12
ou seja,
Mzﬂrl 7T2 kT 2
_ 1+ = 1) —
Y41 + 6y(y+ ) w
Uma vez que u(7) ~ u(0) = €,., pode-se escrever
KT T
H gy
Desse modo, o potencial quimico é determinado por
3 N
N=3 an e
F
2 72 (T \?
Myp==p3?1 + — (=
1/2 = 3gh + s \T,
U
ANTERIOR
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€ a energia por

72 [ T\?
w5
3 N
V=3 ap Mo
F
2 572 (T \?
My == 1+ 2 (=
3/2 = g + 3 <TF>
4
3 5r2 (T \?
=ZNe, |1 + 2
U=ghee |1+ 73 TF>
\
ﬂ_Z
C :<> Nk —
4 2 "
Capra VoLta ANTERIOR

PRrROXIMA

TELA CHEIA

PAc. 158

GLTIMA

SAIR



Capitulo 7

Outros métodos

7.1. Entropia, desordem e informacao

No campo da teoria da informacao, a desordem e a incerteza (na previsdo de eventos aleatérios) relativas
a sistemas nos quais a ocorréncia de cada estado ¥, estd associada a uma probabilidade p;, sdo conceitos
equivalentes.

Essa conexdo foi estabelecida por Claude Shannon [39, 18], em 1948, e pode ser entendida a partir do
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classico exemplo do langamento de dados.

O conjunto de resultados possiveis é
{i=1,2,3,4,5,6}

Seja um dado “néo-viciado” A tal que as probabilidades de ocorréncia associadas a cada um dos resultados
sejam idénticas e iguais a p; = 1/6.

Se para um dado B, a probabilidade de ocorréncia do resultado 5 é€ p; = 3/8, e a dos outros resultados
é p;+5 = 1/8, naturalmente diz-se que as previses sobre as ocorréncias dos resultados para o dado B séo
menos incertas que as relativas ao dado A. Ou, de um outro ponto de vista, que os resultados relativos ao
dado A apresentar-se-do0 mais desordenados que para o dado B, no sentido que estardo mais uniformemente
distribuidos.

Se um dado C' é completamente tendencioso quanto a um resultado, por exemplo, p3 = 1 € p;+3 = 0, diz-se
quéz a iélcerteza I associada as ocorréncias dos resultados é nula, ou seja, que o sistema é completamente
ordenado.

Para estabelecer uma medida da incerteza ou da desordem, é necessério que as incertezas associadas a
eventos independentes, como as previsdes relativas aos dados B e C, sejam aditivas,

I(B e C)=I(B)+1I(C)=I(B)

pois, uma vez que o dado C' é completamente viciado, a incerteza associada a ele € nula e, portanto a incerteza
combinada é simplesmente a associada ao dado B.

Uma medida com tais propriedades ja havia sido definida, na Teoria Cinética dos Gases em 1877 [4], por
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Boltzmann e, generalizada em 1901, por Gibbs [12]. Tal medida nada mais é que o niimero positivo,

I=-> logpi pi = (- logp;)

denominado constante H' de Boltzmann ou entropia de Gibbs, na Mecénica Estatistica.

No caso do langamento dos dados A, B e C,
6

1 1
I(A) = — — log= =1logb=1.79
(4) ;6 og = =log
1 1 3 3
IB)=-5=log= — = log= =1.
(B) 5 g logg g logg 67
I(C) =0
pr log pij = Zpl C) logpi(B)p;(C)]
= Zp] sz logpz "‘ sz( Zp] logp] )
W \;,_/
1 1(B) 1 1(C)

= I(B) + I(C) = I(B) = 1.67

Baseado nos trabalhos de Boltzmann, Gibbs e Shannon, e na hipétese de que o estado de equilibrio de
um sistema é aquele em que a entropia é maxima, Jaynes [25, 18], em 1957, propoé que a probabilidade de

!Leia-se eta, pois é a letra grega n em sua forma maiiiscula.
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um sistema encontrar-se num estado de energia F é dada pela maximizagdo da entropia de Gibbs,

S=-k)_ P(E) log P(E)
E

compativeis com outros vinculos macroscépicos e com a condigdo de normalizagdo

> PE)=1

E
Por exemplo, para um sistema em equilibrio térmico ha o vinculo adicional,

> EPE)=(E)=U
E

Utilizando-se o método dos multiplicadores de Lagrange para maximizar a expressio

@:S—%ZE P(E)-a) E P(E)
E E

ou seja,

) <_k10gP(E)—k—a— g) dP(E) =0

E

0
implica

20s chamados multiplicadores de Lagrange sio tais que, apesar dos coeficientes dos termos da variagio de ® nio serem
independentes, anulam alguns termos da variagdo de modo que os restantes sejam independentes.
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£
P(E) ~e kT

7.2. O método de Darwin-Fowler

No caso de gases degenerados, com N constituintes contidos num volume V, em equilibrio térmico a
temperatura 7', a fungdo de partigdo canénica,
- E nife;
e i

Z(T,V,N) = >
ni,ng,...
= -n 56 . =& lBE ce e
nzl(e 1 1) nZQ<e 2 2)

LEE)

devido ao vinculo > n; = N (fixo), ndo pode ser fatorada em termos independentes e, por isso, a soma
torna-se praticamente impossivel de ser calculada.
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O procedimento elaborado por Fowler [15, 29, 17], em 1922, define uma fungdo analitica auxiliar,

o0 - nifei
W= Y e

N=0nins...

onde N = > n; é variavel e os coeficientes das poténcias de x sdo funcdes do tipo da partigdo candnica, ou
seja,

g(x) = Z N Z(T,V,N)
N=0

O efeito da soma sobre todos os valores de A é equivalente a somar sobre os n; sem restrigdo, ou seja,
tratando-os como independentes.

g(:L‘) _ (Z xme—mﬁq) ] (Z xﬂ2e—n2562> o
ni n2

= Z (g:e_ﬂel)m Z (me_ﬁeg)m e

n1 no

= 1:[ Z (:pe_ﬁei)m

ng
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Expandindo-se para férmions e bésons, obtem-se

g(xz) = H (1 + xe‘ﬂsi)

i — bésons

+ férmions
+1

Por outro lado, os coeficientes de uma série de Taylor, em torno da origem, sdo dados por

1 @V
b= =
NV daN 0
ou, segundo a férmula de Cauchy, podem ser expressos também por
1 [ g(x)
Z = % $N+1 dﬂf
In

Escolhendo-se N' = N = > (n;), onde os (n;) sdo os nimeros médios de constituintes do gas associados aos
niveis ¢; e, escrevendo-se a integral I como

In —/ efN1) o
0

onde
f(N,z) =logg(x) — (N+1)logx

=logg(x) — Nlogz (N >1)
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possui um maximo em x = )\, determinado por

d d N
— f(N = —1 2| =
L ,96)A 75 o8 g(2) 7|, 0
Y
N d
=
= o ogg(rr)A

Assim, para que N seja igual ao nimero médio de constituintes de um gés, A\ deve ser tal que satisfaca a

relagéao,
d +1
N = )\; —log (1 + xe_ﬁei) A
1 .
15 x e Pa (férmions)
SREL
i 1 ,
T o Fa (bosons)

| + férmions

NZEA—l eBei + 1
g — bbsons
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que permite identificar a populagdo média de cada nivel de energia de um gas degenerado como

+ férmions

— bbsons

denominadas distribui¢ao de Fermi-Dirac (1926), no caso de férmions, e distribui¢cdo de Bose-Einstein
(1924), no caso de boésons.

7.3. A formulagao de Von Neumann-Landau

Do ponto de vista quantico, a conexdo com o método de Gibbs pode ser realizada a partir da defini¢do de uma
grandeza, denominada operador densidade (1927), que obedece a uma equagdo similar & de Liouville [48].

 Encarando-se a Mecdnica Qudntica como uma teoria probabilistica, tanto os problemas que envolvem
sistemas microscopicos, com poucos graus de liberdade, quanto aqueles envolvendo sistemas macroscépicos
podem ser abordados num mesmo esquema.

Inicialmente, para um sistema no qual é possivel associar um estado representado por uma funcio de onda
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1), expressando-se esse estado em termos dos autovalores de A,

Ay = a;¢;

(¢i7 ¢j) = 5@]

a probabilidade de ocorréncia de um autovalor a; é dada por

pilas) = |(¢i, %)

e o valor médio de uma grandeza A pode ser expresso por

— w:Z(m,w ¢

= _pilas)ai =Y (91, 9)" (61, V)i

7

—Zqz, (Agi, 1))

(¢i,47)

= (X0 9)00, 4%) = @, 49)
ou por Z
(A) =Z(¢i,w)(w,<m> ai
b pii=pi(a;)
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| (4) =tr (p4) |

onde p é o operador densidade, cujos elementos de sua representagdo matricial, na base dos autovetores de
A, sdo dados por p;; = (¢4, po;).

Na linguagem da Mecancia Quéntica, os estados de sistemas associados a uma dada funcio de onda sdo
ditos estados puros® e aqueles que nfio podem sio ditos estados de mistura.

3 A definigdo do operador densidade a partir da notagio de Dirac é mais direta.

(4) = (¥|Aly)
Pois, em termos dos autovetores de A,

D oIl =1
o valor médio pode ser expresso por

<A> = <w|AZ |¢z‘><¢z‘|1/)>

—_———
1

= ;(‘bi |[9) (%] Algi)

P

=tr (pA)

Ou seja, o operador densidade para um estado puro é simplesmente o projetor sobre esse estado.
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A definigdo para um sistema numa mistura de auto estados de uma grandeza B,

By, = by,

(Vr, Y1) = O

pode ser realizada associando-se, a cada auto estado 1, um peso estatistico wy, tal que E w, = 1. Nesse

k
caso, a probabilidade de ocorréncia de um autovalor a; de A é dada por

ai) = 3 wil (6,00
k

e o valor médio por

(4) {Z b1, k)wr(V, 65) bai 6

Pij

= > pii a; = tr (pA)

Para um ensemble em equilibrio térmico?, o peso wy, de cada auto estado de energia do sistema, de hamilto-
niana H, é dado por
e BEk

A

?Ou seja, um conjunto hipotético de sistemas similares associados aos autoestados de energia do sistema em foco.

WE =
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Assim,

e~ BEk
pij =Y (60 r) 7 (¥ ;)
k
—BEy
= > (00 U)Wk ) (ks )
kK (),,Hi)* Okt ko
—BH
~ (Sviivi . S S )
k! k
®i b;

—BH

Ou seja, sistemas em equilibrio térmico podem ser descritos por um operador densidade canénico, dado
5
por

P~ "7

®Enquanto os operadores densidades para estados puros sio projetores, os estados de misturas sio descritos por combinagdes
lineares de projetores, que ndo sdo projetores.
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Analogamente ao caso classico, a extensdo aos sistemas fora do equilibrio pode ser realizada a partir de
uma equacio de evolugdo para o operador densidade.

Se p° é o operador densidade associado, inicialmente, aos auto estados de B,

%= (¢, br)wr (¥, b5)

k

devido a evolugdo temporal de cada auto estado seus elementos de matriz serdo dados por

pij(t) = Z(¢i7 e HMp ywi (e HH My, )

k

Se 08 ¢; sdo auto estados de energia,

pii(t) =3 (e ) wy (W, /R g5)

= e HUE—E;)t/h Z(qﬁi, Vi) wr (Vi ¢;5)
k

(e}
Pij
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implica
. dpl(t) —i(E;—FE; o
zh# = (E; — E;)e & Eg)t/ﬁpij

= F; e_i(Ei_Ej)t/hp;?j —E; e_i(Ei_E]')t/hpr?j
—_—

Pij Pij
= Ei(¢i, pd;) — Ej(i, p9;)

(pi,Hpoj) (¢ipHoj)

= (Hp)ij — (pH)ij

ou seja,

dp
= E]
o = 7l

th

Como em qualquer problema que envolve uma equagdo de lgrdem, a solucdo depende do conhecimento
de um valor inicial para a densidade (problema de valor inicial).
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Para sistemas em equilibrio o operador densidade deve satisfazer

[H,p] =0




Capitulo 8

Sistemas em equilibrio térmico

A principio, tudo o que € necessario para aplicar a Fisica Estatistica ao estudo do comportamento e previséo
de pardmetros dos sistemas macroscoépicos, em equilibrio térmico a uma dada temperatura 7', é a determinagio
prévia do espectro de energia { £, F», ...} do sistema em foco. Em seguida, efetuar o calculo da fungéo de

particdo
7 — Z e~ BE(V.X)

estados
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e, finalmente, expressando-a como fungéo explicita de (7', V, N, X), utilizar-se das relagbes obtidas por Gibbs,

U= (810g Z>
86 V,N,X

0
S = T (kT log Z)

V,N,X

P &T <(910g Z>
WV Jrnx

Y — kT <610gZ)
0X Jrvn

para a determinacio da energia média, da entropia e das equagbes de estado do sistema.

O céalculo da funcao de partigéo envolve expressdes complicadas da energia E(V, X) de tal modo que, em

geral, as somas ou integrais ndo podem ser analiticamente determinadas. Por outro lado, devido, ao grande
numero de graus de liberdade, mesmo numericamente, o calculo torna-se impossivel.

Desse modo, a construcdo de modelos simples é fundamental. E, numa primeira abordagem, os mais sim-
ples sdo aqueles que conseguem representar um sistema macroscoplco como um gas, ou seja, como constituido
por subsistemas que interagem apenas o suficiente para estabelecerem e manterem-se em equilibrio térmico
entre si.
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Assim, um conceito fundamental, que resultou das tentativas de elaboragio e construgdo desses modelos, é
o de quase-particula, ou seja, uma entidade elementar que representa os constituintes quase-independentes

de um sistema, tal que a energia média do sistema possa ser expressa pela soma das energias a elas associadas’.

8.0.1. O conceito de quase-particula

O comportamento dindmico ou estatistico e as propriedades de uma particula ou quase-particula, sdo
definidos pela relacdo de dispersao, ou seja, a relagdo entre a energia e o momentum?

!Em geral, a designagdo quase-particula é utilizada apenas no processo de defini¢do do conceito. Apés estabelecido o conceito,
apenas a designagdo particula é utilizada e, o contexto indica sobre o que se é referido. A grande distingdo é que, ao contrario das
particulas, as quase-particulas nfo possuem existéncia individual, sé sdo definidas em grupos (coletivos), ou seja, com relagio a
um dado sistema.

2Para sistemas oscilantes, a energia (¢) e o momentum () est3o associados as frequéncia (w) e ao vetor de onda (k) por
€= hw
7= hk
de modo que a relagdo de dispersdo, usualmente, é dada também como

w(k)
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Do ponto de vista estatistico, a relagdo de dispersdo de uma particula determina a densidade de estados

3
/IVp6 ()|

onde S, é a drea e V,, o gradiente no espago dos momenta, determina também as relagdes entre a pressdo e a

2V [ s

2V
/g(e) de = e dsSy dp

por

30 ntimero de estados é dado por

e a densidade de estados g(¢) é determinada por

desde que
de = |Vpe(p)| dp

/ |Vp€

implica
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energia média para os gases ideais (Apéndice 6.3),

2
5% (part. ndo-relat.)

1 g bdsons ndo massivos
3V ou part. ultra-relat.

e possibilita a definigdo de conceitos, fundamentais para para o estudo de sistemas de particulas fermidnicas,
como o nivel de Fermi, a superficie de Fermi e a defini¢do de quase-particula.

O nivel de Fermi, no caso de gases ideais de férmions néo-relativisticos, onde a relagio de dispersio é dada
por

p2

_ 2m

é igual ao raio (¢, ) da superficie esférica no espago dos momenta, denominada superficie de Fermi, em cujo

interior para T' = OK, encontram-se todos os valores de energia dos constituintes fermidnicos de um gas ideal
nao-relativistico.

No caso de gases de elétrons em uma rede cristalina, a relagdo de dispersdo ¢(p), em geral, possui uma
dependéncia mais complexa que reflete o efeito de todos os elétrons e ions da rede sobre um elétron qualquer.
Assim, o nivel de Fermi (¢, ) ainda é o valor limite para as energias dos elétrons mas, a superficie de Fermi
definida por

e(p) = €

pode ter uma forma complicada.
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Entretanto, para certos tipos de metais (alcalinos), a relagéo de dispersdo pode ser aproximada por

2

€:€0+m

=il
0%¢

op?
elétrons dos metais alcalinos, podem ser derivadas a partir de um gés ideal fermidnico de quase-particulas de
massas mes*.

onde my = é a massa efetiva de uma quase-particula. Ou seja, as propriedades térmicas dos

Um exemplo de particula com caracteristicas bosénicas, que surgiu como hipétese de Einstein (1905) para
explicar o problema da radiagdo do corpo negro e, cuja relagdo de dispersdo é dada por

L e=pC |

?i o) f(’)lton,k que é uma particula de massa nula, cujo comportamento estatistico é descrito pela distribuigao
e Planck.

Um outro exemplo, de quase-particula bosdnica nédo-relativistica, que também obedece a distribuicdo de
Planck, surgiu do fato de que a energia média total de vibragdo de um sdlido cristalino ndo é a soma das
energias de vibracido de seus dtomos individuais mas, a soma de energias associadas aos modos normais de

*Para outros tipos de metais ou outros sélidos cristalinos, como os semicondutores, a massa efetiva torna-se um tensor simétrico

de 2¢rdem definido por
e \ 7'
mot = €
l” <5Pz‘f9pj )

que reflete a anisotropia do cristal.
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vibragdo do cristal ou das ondas estacionarias estabelecidas em seu interior. Desse modo, define-se a energia
e o momentum de uma outra quase-particula, o fénon.

8.0.2. Os so6lidos cristalinos

A diferenca marcante entre os sélidos cristalinos e os amorfos € a existéncia nos primeiros de correlagdes de
longo alcance, devido a ordem, a periodicidade e as simetrias no arranjo de seus constituintes.

Um s6lido cristalino € constituido pela repetigdo de uma unidade bésica de padrdo geométrico regular, na
qual seus atomos ou moléculas se distribuem. Essa unidade bésica é denominada célula unitaria e o arranjo
resultante de rede cristalina.

8.0.2.1. O problema do calor especifico

A lei empirica de Dulong e Petit (1819), de que o valor do calor especifico de um sélido seria uma cons-
tante independente da temperatura, comeca a declinar quando, no inicio do século XX, através de misturas
refrigerantes, alcancaram-se temperaturas tdo baixas que evidenciaram a sua dependéncia com a temperatura.
Experimentalmente, a capacidade térmica C|,, em baixas temperaturas, a volume constante, de um sélido

dielétrico varia com a temperatura, segundo

\%&)

c, ~T?

A solugdo desse problema resultou do pioneirismo dos trabalhos de Einstein (1907) e, marcou o coroamento

e a afirmagdo da hipdtese quéntica de Planck e da utilizagdo da Mecénica Estatistica, na abordagem de
quaisquer problemas associados ao comportamento de sistemas macroscopicos.
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8.0.2.2. O atomo como um oscilador

Adotando-se o ponto de vistzf’ de que a energia de um atomo, de massa m momento p, localizado em uma
posigdo 7, no interior de um cristal pode ser expressa por

p2

= om + ¢(r)
onde ¢ é a energia potencial efetiva de sua interacido com todos os outros dtomos.

Para um sistema estavel, pode-se escrever, para pequenas oscilagdes, em torno de r, = 0,

1 d?¢|
= —2| 7
2 dr? .
~——
k>0

¢ =¢, +

ou seja, cada dtomo do sdlido pode ser representado por um oscilador isotrépico tridimensional, ou 3 oscila-
dores unidimensionais independentes,

2 2 2 2
Py t+DPy, +D mw
(x 2737/7] z) + 5 (:r2+y2+22)

6:(250 +

onde w = /k/m & a frequéncia de oscilagio.

Assim, um cristal com NV 4tomos, pode ser representado por um conjunto de 3V osciladores e, admitindo-
se que esses osciladores sdo idénticos, independentes e obedecem as leis de Newton da Mecanica Classica,

®Enfoque das chamadas teorias de campo médio.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAc. 182 UrrimMa SAIR



aplicando-se o teorema da equipartigdo da energia (Apéndice ??7) a esses 3V osciladores, que equivalem a 6N
termos quadréticos independentes, a energia média do cristal, em equilibrio térmico a temperatura 7', seria

dada por
U=U,+3NkT
0 que concorda com o comportamento em temperaturas ambientes, para a capacidade térmica,
C, = 3Nk

Entretanto, segundo a Mecanica Quéntica, o espectro de energia de cada oscilador 7 é dado por
€ = (TL + 1/2)73&)@' + (ﬁ; = 63 + nhw;
de modo que, a fungio de particdo de um atomo é dada por

= 6_663 i (e_ﬁhwi)n

n=0

1
1 — e Bhwi

que implica
—logz; = Bef) + log (1 — e‘Bhwi)

e, portanto, a energia média do cristal, em equilibrio térmico & temperatura 7, seria dada por

Z 8logzz
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ou seja,

3N 1
v =0+ ()

i=1
ou
3N
U=U,+ ) (n) hw
i=1
onde (n;) é a distribuigdo de Planck.
Para altas temperaturas,
kT
(idny oy = o = U=U, +3NkT

obtém-se o resultado do modelo classico.

Do ponto de vista classico, ndo importa que os osciladores sejam idénticos® ou ndo pois, quaisquer que
sejam as frequéncias, a dependéncia quadratica da energia de cada 4tomo, nas varidveis cinematicas, é que
determina a energia média do cristal.

Entretanto, esses osciladores sdo distintos, ou seja, suas frequéncias sdo de fato distintas, pois sdo as

frequéncias proprias de vibragbes do cristal” €, do ponto de vista quéntico, a realizagdo da soma na expressdo
da energia depende dos valores das frequéncias.

636 importa que sejam independentes.
"Frequéncias dos chamados modos proprios ou normais de vibragio do cristal.
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O resultado mostra que uma parte da energia média do cristal é dada pela soma de parcelas associadas
a cada modo normal, de tal maneira, que a cada oscilador quéntico de frequéncia w;, pode-se associar um
conjunto de n; quanta, denominados fénons, cada um com energia fw;, que em equilibrio térmico estéo

distribuidos segundo a distribuigdo de Planck, (n;).

Desse modo, a energia total do sistema & a soma das energias dos fénons mais a energia do estado
fundamental e, uma vez que (n;)7—o — 0, os fénons sdo chamados também de excitagdes coletivas ou quase-

particulas da rede cristalina, responsaveis pelo comportamento térmico de um cristal®.

Assim, do mesmo modo que os estados correspondentes aos niveis de energia de uma particula de um gas
molecular acham-se associados a um certo nimero médio de particulas, que depende da temperatura, pode-se

dizer que os (n;) descrevem as populacdes médias de cada um dos modos de vibragdo de um cristal, ou seja, a
? )
populacdo média de quase-particulas, denominadas fénons, em cada um dos niveis fw; de um géas degenerado.

Como de costume, devido ao grande niimero de particulas (ou estados), na determinagdo da energia média,

a soma sobre as frequéncias pode ser substituida por uma integral sobre as frequéncias, uma vez conhecido a
densidade g(w) de modos normais,

U=0,+ [ @) (n(w)) o d

A determinagdo da densidade de modos normais ou de estados livres de fénons, requer um conhecimento
da relagio de dispersdo w(k) dos modos normais que, em geral, é obtida experimentalmente®.

8 Ao introduzir-se o conceito de quase-particula, o cristal deixa de ser encarado como um gés nio-degenerado de atomos
osciladores, para ser encarado como um gés degenerado de fénons.
®Teoricamente, além da energia 7w, os fonons estdo associados também a um quase-momentum p = hw/c.
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Entretanto, em primeira aproximagéo, Einstein (1907)'° admite que todos os 4tomos do cristal oscilariam,
independentemente, com a mesma frequéncia wg, ou seja, que a densidade de estados seria dada por

g(w) =3N§(w — wg)
Assim,
i
U= U, +3Nhw, (fs—1)

_ hop\? Bhw (. Bhw -2
CV—BNk:<kT> € E(e E—l)
cujos limites sdo:
? hw
C, (T = 0) - 3Nk ( k““j’f) e~ Bhwg

C, (T — o) - 3Nk

Esse modelo apesar de descrever o limite classico de altas temperaturas, e prever que no limite de baixas
temperaturas o calor especifico tende a zero, ndo obtém a sua dependéncia correta.

Um segundo modelo, devido a Debye (1912), identifica os modos de baixas frequéncias com a propagagéo
do som num meio continuo. Assim, a densidade desses chamados modos aciisticos seria a mesma que a de

0Historicamente, a abordagem quéntica do problema, deve-se i Einstein (1907) que, admitindo a hipétese de quantizagio
de Planck para quaisquer sistemas oscilantes, deduz a lei de Planck, através da distribui¢do canénica e, apresenta a primeira
explicagdo qudntica e estatistica dos desvios da lei de Dulong-Petit.
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uma onda num meio homogéneo, isotrépico e ndo dispersivo,

Vi 2

W) = =W
9Ww) = —3
ou seja, a mesma relacdo que a densidade de estados acessiveis aos fétons de uma onda eletromagnética.

Como para baixas temperaturas os modos de altas frequéncias, os chamados modos 6ticos, pouco contri-
buem para a energia média, pois,

<ni>,§—;>>1 —0
a energia média é dada por
U-U,~T*
C, ~ T3

Ou seja,

Em baixas temperaturas, os fénons comportam-se como um gis dege-
nerado de bésons ndo massivos.

Essa analogia vai mais longe a medida que ndo hé limite para a populagdo (n;) de cada nivel, exceto o
namero total de modos (3V).

Para temperaturas maiores, ha de se levar em conta que um sélido ndo pode vibrar com qualquer frequéncia,
ou seja, existe uma frequéncia limite w,,, tal que, assumindo a hipétese de Debye, a densidade de estados
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varia quadraticamente com a frequéncia até esse valor limite, denominado frequéncia de Debye,
2
Aw® (w <wy)

g(w) =
0 (w>wp)

sujeita a condicdo que limita o numero total de modos,
“D
3N :/ 9(w) dw
0

de tal modo que
w

3N—A/Dw2dw — A=
0

Assim,
9N “D w3
U=U,+ h/ —— dw
Cwd o Pl

fazendo-se = = fhw = dzr = fhdw,

(k‘T)4 /‘TD:MP $3
U=U,+9N dx
0 (th)S 0

e, definindo-se a temperatura Debye por
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a energia média pode ser expressa por

a5

T\® [T 23
U = U, + 9NKT () / T 4
T 0

T __
= e 1

cujos limites para altas temperaturas (7" >> 7)), uma vez que

Tp 3

1 /T
/T :L‘2da::(D>
0 3\T

U=U,+3NkT — Cyx =3Nk
e, para baixas temperaturas (7' << T, ), uma vez que

o] 3 4
/ T dr=T
0 et —1 15
3

T4 12 T
_ 4 _ 4
U—UO—&-gWNk:—Tg == CO—57TNk<T

D

implica

implica

Experimentalmente, a temperatura Debye pode ser determinada a partir da relagido entre os calores espe-

cificos em altas e baixas temperaturas,

N LA
Co 1—527r4Nk‘ T

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA

TELA CHEIA

PAc. 189

ULTIMA

SAIR



ou seja,

A\ o \1/3
T, = — e T
=n(5) (&)
Desse modo obtém-se uma das férmulas de interpolagio mais utilizadas para se descrever o comportamento
do calor especifico de um dielétrico sélido com a temperatura.

Originalmente, o método de Debye tem por hipdtese que os modos de baixas frequéncias, os chamados
modos actsticos, sdo vibracles associadas a propagagdo de ondas actsticas num meio s6lido elastico e isotr6-
pico. E, nas palavras de Blackman [3], devido ao seu enorme éxito inicial, na comparagao com diversos dados
eXperlmentals tornou-se um exemplo daquilo que se pode chamar canoniza¢do a priori de uma teoria.

Entretanto, a concordancia nio é tio perfeita para varios cristais e, quando aplicada ao tinico cristal ctibico
(tungsténio) para o qual a condigdo de isotropia é satisfeita, ndo se ajusta aos dados.

Por outro lado, & mesma época de Debye, Born e von Karmén (1912), em vez de considerarem o sélido

cOmo um meio el_astlco continuo, atacaram esse problema de modo dindmico. Impondo condigSes de contorno
apropriadas, obtiveram algumas relacdes de dispersdes para as vibragdes estabelecidas numa rede cristalina .

8.0.2.3. O calor especifico dos metais

Os metais constituem uma classe especial de sélidos cristalinos, que além dos ions que constituem a rede
e vibram em torno de suas posigdes de equilibrio, possuem também um ntmero de elétrons que se deslocam
como um gas degenerado pela rede.
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A idéia de que algumas das propriedades de um metal pudessem ser obtidas a partir do modelo do géas de
elétrons livres vem desde a época de Drude e Lorentz (1882). Essa idéia surgiu do fato de que em uma rede
cristalina, os {ons positivos de um metal gerariam um ambiente que anularia a agdo dos outros elétrons sobre
um determinado elétron. Entretanto, ac considera esse gds como ndo-degenerado, os resultados obtidos néo
foram compativeis com o comportamento térmico observado. Apenas quando Sommerfeld (1928) considerou-

os como um gas degenerado, que obedecia a distribui¢do de Fermi-Dirac, os resultados teéricos tornaram-se
compativels com os experimentos.

Desse modo, a capacidade térmica de um metal possui uma componente devido as vibragdes da rede, ou
um gas degenerado de fénons, e uma outra devido a um gas degenerado de elétrons.

Cmetal = Cfénons + Celétrons

Para baixas temperaturas (7' < 7.), desde que o calor especifico de um gas degenerado de férmions é
proporcional a temperatura,

Cmetal = aTg + 7T

Quantitativamente, a definicio de um gas de quase-particulas fermidnica para um metal, depende das
aproximagdes realizadas na abordagem do problema. Um dos métodos, anilogo ao modelo dos dtomos de um
cristal como osciladores, deriva também de um enfoque de campo médio, que reduz o problema a determinacio
do movimento de uma finica quase-particula num campo médio cristalino. Desse modo, os elétrons dos metais
(alcalinos) sdo substituidos por um sistema de quase-particulas fermidnicas que quase néo interagem, ou seja,

por um gés ideal fermidnico degenerados''.

1A temperatura ambiente é muito maior que a temperatura de Fermi, 7, ~ 10°K, de um metal.
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Experimentalmente, o paradmetro v é determinado, por extrapolacio, a partir do grafico de

Cmetal

- T2
T v+«

e, COmo
Ye ~ me (ideal)

onde m. € a massa do elétron, a massa efetiva das quase-particulas que constituem o gés ideal fermi6nico em
um metal alcalino pode ser determinada por

_ Y
Mef = Me —
e

8.0.3. A radiagao de corpo negro

Enquanto o problema do calor especifico dos sélidos surgiu com a obten¢do de baixas temperaturas, ao
contrario, o problema da radiagdo do corpo negro surgiu com a obtengdo de altas temperaturas nos altos
fornos das industrias sidertrgicas alemdes, ao final do século XIX.

Como nio se podia utilizar os termémetros convencionais de contato, as temperaturas eram estimadas a
partir das cores dos corpos incandescentes (comprimento de onda ou frequéncia da luz emitida).

O problema da radiagdo do corpo negro, além de ter sido um dos principais germes para a criagdo e

construgio da Mecénica Quéantica Moderna, foi também o principal modelo sobre o qual se deu a afirmagéo
da propria Mecanica Estatistica.
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O desenvolvimento paralelo dessas teorias, no inicio de século XX, deve-se, ndo s6 aos aspectos probabilis-
ticos de ambas as teorias mas, também ao fato de que o comportamento dos sistemas estudados devem estar
sujeito, em 1ltima anélise, as leis da Mecanica Quéntica.

Nesse contexto, o trabalho original de Gibbs'? (1901), de fundamentagio, generalizagio e refinamento da
Mecéanica Estatistica, a partir dos trabalhos de Boltzmann, por estar apoiado na Mecanica Classica, s6 foi
divulgado, entendido e valorizado, no periodo de refinamento da Mecanica Quéntica (1926), quando realmente

constatou-se o carater geral de sua abordagem da Mecéanica Estatistica, para o estudo e determinagdo do
comportamento de sistemas macroscopicos.

Assim, a extensdo da Mecénica Estatistica aos sistemas que, de alguma forma, possuem um comportamento
anélogo aos gases, tanto do lado tedrico quanto experimental, foi desenvolvida e elaborada principalmente
por fisicos alemdes, como se constata pelos trabalhos concatenados dos principais nomes envolvidos como:

Stefan (1879), Boltzmann (1884), Wien (1893), Lummer (1900), Pringsheim (1900), Rubens (1900), Kurlbaum
(1900), Planck (1900) e Einstein (1905-1907). Trabalhos como os de Rayleigh (1900) e Gibbs (1901) s6 foram
descobertos e, efetivamente, utilizados alguns anos apés suas publicacdes.

O mesmo se deu, j4 de modo menos concentrado, com o desenvolvimento inicial da Mecanica Quéntica,
pelos fisicos tedricos e experimentais de entdo (1925) como Heisenberg, Pauli, Schrodinger, Jordan, Born,
Sommerfeld e colaboradores de outros paises europeus como Bohr, Fermi e Dirac.

A determinagdo do espectro da radiacdo emitida por corpos aquecidos ja tinha sido objeto de intensivos
estudos por Kirchoff e Bunsen (1854 - 1859), que obtiveram os seguintes resultados fundamentais:

> a intensidade da radiagdo, de dada frequéncia, emitida (poder emissivo) por um corpo, em equilibrio
térmico, s6 depende da temperatura;

12pyblicado em 1902. Gibbs foi talvez o primeiro grande fisico teérico das Américas.
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> a relagdo entre o poder emissivo e a fragdo da radiacio incidente, de dada frequéncia v, que é absorvida
(poder absorvente - a,) por um corpo, em equilibrio térmico, ndo depende de sua natureza e, é igual ao

poder emissivo de um corpo negro'®.

O problema, assim, é reduzido ao estudo da radiagdo do corpo negro, cujo protétipo é obtido por uma
cavidade que possui um pequeno orificio, de modo que qualquer radiacio que penetra em seu interior, pelo
orificio, sofrera tantas reflexdes em sua paredes que nio conseguirad escapar, ou seja, o poder absorvente dessa
cavidade é unitario. Por outro lado, mantendo-se as paredes da cavidade a uma dada temperatura, a radiagéo
emitida pelo orificio possuird uma composigdo analoga & de um corpo negro a mesma temperatura.

Apesar do empreendimento de alguns pesquisadores, Planck (1900-1901) e Einstein(1905-1907) chegaram
a resultados que tornaram-se verdadeiros estopins para a grande revolugdo de idéias e concepgdes ocorrida na
Fisica, no inicio do séc. XX, que culminou, ndo s6 com a generalizacio e afirmacgdo da Mecéanica Estatistica
mas, com a criagdo, um pouco mais tarde, da Mecanica Quantica, a partir de entfo, a teoria sobre a qual viria
se apoiar qualquer teoria interpretativa elaborada.

8.0.3.1. A quantizacgao da energia

Abordando o problema a partir da Termodindmica, Planck (1900) (Apéndice ??) foi capaz de obter a sua
formula de interpolagdo para os dados de Rubens e Kurlbaum (1900)**, de modo que a densidade espectral

13Para um corpo negro, a, = 1 para qualquer frequéncia e, para um espelho, a, = 0.

140s resultados de Lumen e Pringsheim (1900) ja tinham mostrado que a parte do espectro de ondas curtas (altas frequéncias)
era descrita pela Lei de Wien (1893). Apesar de ndo citar diretamente o trabalho de Rayleigh (1900), Planck utilizou o resultado,
pelo menos, como dado experimental de Rubens e Kurlbaum (1900), para sua interpolagio, na parte do espectro de ondas longas
(baixas freqiiéncias).

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PAc. 194 UrrimMa SAIR



de energia u, '°irradiada por um corpo negro, a temperatura 7', pode ser descrita pela chamada férmula de
Planck [33],

812 hv
3 ehv/kT _q

Uy =

onde h & uma outra constante universal, além da velocidade da luz c e da constante de Boltzmann £, cuja
dimensdo é de momento angular, denominada constante de Planck, cujo valor de referéncia é da ordem de

6.624 x 10~347Js16.

Apbs o sucesso no ajuste de sua formula de interpolagdo, Planck (1901) procurou dar um contetudo fisico
para o seu resultado e, para isso, utilizou e desenvolveu os métodos estatisticos combinatoriais desenvolvidos
por Boltzmann, para o estudo dos gases moleculares.

Inicialmente, baseado no modelo de Lorentz-Drude (1884), Planck encarou um corpo negro como um
conjunto de osciladores elétricos independentes, em equilibrio térmico & temperatura 7' com a radiagdo ele-
tromagnética emitida.

Assim, para uma determinada frequéncia v, a densidade espectral de energia wu, da radiagdo esta relacio-

15Se v ¢ a densidade de energia, ou seja, a energia por unidade de volume (U/V), de uma onda eletromagnética, a densidade
espectral de energia u, é definida por
(oo}
u= / u, dv
0

16 A propria constante de Boltzmann s6 foi introduzida e determinada com os trabalhos de Planck.
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nada & energia média (¢) de cada oscilador por'’

8rv?
Uy = C3 <€>

Planck obteve essa expressdo, a partir do equilibrio entre um conjunto de osciladores e a radiagdo eletro-
magnética, igualando as energlas absorvidas e irradiadas pelos osciladores excitados por um campo eletro-

magnético. Ou seja, deslocando a énfase do problema, do campo para um sistema mecénico.

Considerando-se o problema do ponto de vista da Mecénica Classica Newtoniana, onde a energia de um
oscilador pode assumir qualquer valor, ou seja, variar continuamente, e da Mecanica Estatistica de Boltzmann

17Se utilizarmos o argumento de Bose (Segdo ?7?) para o niimero de estados,

_ol (4, 3
G—2h3(37rp)\/

uma vez que para uma onda eletromagnética p = ¢/c = hv/c, a densidade de estados pode ser escrita como
8m
g(l/)c—squ

Escrevendo a densidade de energia como
/ul,dl/ = #du(e)

onde (c) é a energia média de cada oscilador resulta
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para gases nio-degenerados, a energia média por oscilador (¢) seria dada por’®

18Como mostrado por Einstein (1907), em seu artigo sobre o calor especifico dos sélidos, esse valor, para a energia média, pode
ser encontrado supondo que a ocorréncia de um valor € para a energia de um oscilador, em equilibrio térmico & temperatura 7', é

proporcional a e ?¢, onde 8 = 1/kT.
Nesse caso, a energia média por oscilador é obtida a partir da expressdo estatistica, para um gas ndo-degenerado

/ ee /" ge

0

/ 676/de6
0

onde € pode assumir qualquer valor no intervalo (0, c0), ou seja, varia continuamente.
Notando-se que

(&) =

d o / ce Pde
~ oy [ e = e — (g
< / e Pede

1/ 0

resulta
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o que resulta na chamada férmula de Rayleigh (Apéndice ?7?)

82
Uy, =

5 kT

a qual é compativel com os dados de Rubens e Kurlbaum apenas na regido de baixas frequéncias.

Entretanto, a partir da definicdo estatistica de Boltzmann para a entropia de um gas ideal ndo-degenerado,
Planck foi capaz de mostrar que, para a obtencdo de sua férmula, era necessario que a energia de cada oscilador
fosse um multiplo de uma quantidade minima dada por hv, onde v era a frequéncia da radiagdo e h era uma
nova constante universal, a partir de entido, chamada constante de Planck. Ou seja, era preciso que a energia
de um oscilador néo fosse dada pela Mecédnica Classica.

Comparando-se a féormula de Planck com a expressdo de Rayleigh, pode-se atribuir a diferenga a energia
meédia por oscilador. E, se a hipotese de Planck for vélida, para chegar-se & sua férmula, basta que se restrinja
os valores possiveis da energia dos osciladores & um conjunto discreto de valores, de tal modo que a energia

média seja calculada por'®

9]
§ :ﬁn e—en/kT
€, =0

="

Z e—en/kT
€n=0

onde os valores discretos para a energia de cada oscilador sdo dados por,

€n, = nhv {n=0,1,2...}

19Tal procedimento foi utilizado por Einstein (1907), em sua teoria do calor especifico de um sélido.
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Assim,

onde o = hv/kT.

Notando-se que,

1
1—=x

oo
> "=
n=0

no _n

d = _
i 10gn2206

o)
§ : ne "
=0

oo
§ :efnoé _
n=0

a energia média resulta em,

n=0

_ @

hv

1
l—e 2

hv
= —hud— log <1 — €_a> = T ]
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ue combinada a expressdo da densidade espectral de energia, resulta na férmula de Planck. Assim, a hipotese
undamental de Planck é a quantizagdo da energia de um sistema mecénico oscilante, em equilibrio com a
radiagéo.

Para baixas frequéncias, hv/kT < 1, expandindo-se o denominador da energia média, obtém-se a expressdo

hv
A R 7 N B St

tal que o primeiro termo corresponde ao calculado por Rayleigh.
Para altas frequéncias, hv/kT > 1, o termo da exponencial domina e, obtém-se a lei de Wien (1893),

_ 8wt

Uy
c3

8.0.3.2. A quantizacao da radiagao

Ainda que a abordagem estatistica, baseada na distribuicdo canénica, tenha sido utilizada por Einstein
(1907), a hipétese de quantizacdo de Planck tinha sido criticada pelo préprio Einstein (1905-1906), por ele

ter partido de uma expressdo classica do Eletromagnetismo de Maxwell que, a priori, supunha que a troca de
energia com o campo fosse um processo continuo.

_ Ao contrario de Planck, Einstein, como Rayleigh, desde o inicio, concentrou-se na propria radiagdo, ou
seja, no campo eletromagnético.
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A partir da lei de Wien, o limite da férmula de Planck para altas frequéncias e baixa densidade espectral
de energia, utilizando-se da Termodindmica e da defini¢gdo probabilistica da entropia de Boltzmann, Einstein
(1905) mostra que a entropia de uma radiagdo monocromaética, de frequéncia v, em equilibrio térmico a
temperatura 7', era a mesma que a de um gés ideal ndo-degenerado cuja energia de suas particulas fosse
igual & hv, estabelecendo pela primeira vez a chamada quantizacio da radiacdo do campo eletromagnético
(Apéndice 77).

_Admitindo que o préprio campo fosse constituido por quanta de energia hv, ele explica o fenémeno do
efeito fotoelétrico, o que dé origem a idéia de uma dualidade onda-particula no comportamento dos sistemas
microscopicos.

Apesar de ter quantizado a radiagio, Einstein de principio (1905)?° nio admitia a quantizagio da energia.
A energia de um oscilador sé era quantizada quando ele interagia com o campo da radiagdo, ou seja, a
guantizacdo da energia era uma caracteristica do processo de emissio ou absorgdo de uma onda eletromagnética
por um sistema de particulas.

Entretanto, ja a partir da teoria de Rayleigh, a expansdo do campo eletromagnético em componentes de
Fourier permite mostrar que a propria energia de uma onda eletromagnética pode ser expressa pela soma de

quantidades discretas de energia®!, ou seja, pela soma das energias dos quanta (fétons) da radiagio.

O significado da restrigdo de valores para a energia de um sistema oscilante, denominada quantizagdo da

2036 em seu artigo de 1907, sobre o calor especifico dos sélidos Einstein utiliza a idéia de quantizagio da energia de Planck.
*1De acordo com Rayleigh (Apéndice ??), o campo eletromagnético no interior de uma cavidade pode ser escrito pela superpo-

sicdo de modos normais do tipo
. . . —twWal
Po = Aq sin kjz sin ky, x sin k,xe @

onde os valores de kg sdo discretos e dados por kg = BE (B=0,1,...) e wa = 270 = V12 +m? +n? Tlea frequéncia do
a a a

modo ¢q.
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energia, constituiu-se num enigma para todos, no inicio do século XX e, s6 foi, satisfatoriamente, esclareci-
do com o desenvolvimento e surgimento da Mecénica Qudntica, que substitul as leis de Newton por uma
equagao diferencial parcial, a equacao de Schrodinger.

Calculando-se a energia de um modo

fi/|¢ |? deA—i /asinZk ¢ de f—A2
T 4rx a T 4n 0 Pe 327
N e’

a/2
e, escolhendo-se a constante de integragdo tal que
327
Ai 7 hl/a
a energia de cada modo é dada por
€a = hva

Uma vez que o niimero desses modos independentes é infinito, de acordo com a Mecéanica Estatistica de Gibbs, a fungdo de
partigdo candnica do campo Zcampo € dada por

1
an,mpo = H m

e, portanto, a energia média do campo é dada por

1
UZZ(m) €a

Y ——

(na)

Dessa maneira, o campo da radiagdo o corpo negro pode ser encarado como um gas degenerado de fétons de energia e, = hv,.
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Por tratar-se de uma equagéo diferencial, onde deve-se impor condigdes subsidiarias (condigGes iniciais
ou de contorno) para determinar-se uma solugdo Gnica para um problema, o aparecimento de um conjunto

discreto de parametros pode ser obtido, simplesmente, como na abordagem de Rayleigh de um problema
classico analogo ao das cordas vibrantes.

Foi, principalmente, a partir da lei de Wien, ou seja, focalizando a parte do espectro que se afasta do
comportamento cléssico descrito pela teoria de Rayleigh, que Planck e Einstein chegaram aos seus resultados
e, nenhum dos dois levou em conta o trabalho de Rayleigh (1900), apesar de Rubens e Kurlbaum terem feito
mengdo ao resultado de Rayleigh na divulgagio de seus experimentos. Esse trabalho s6 foi considerado a
partir de 1905 com os trabalhos de Jeans, Lorentz e do proprio Rayleigh.

As conclusdes e resultados corretos obtidos por Planck e Einstein, a partir de argumentos termodindmicos
e estatisticos, a parte o trabalho criativo, a intuigéo, o conhecimento e a maestria na aplicagdo dessas 4reas
da Fisica, verificaram-se porque, trabalhando no limite de Wien o gas de quanta pode ser considerado um

gas ideal ndo-degenerado??.

Deve-se acentuar que, férmions e bédsons sdo atributos quanticos que evidenciam a indistiguibilidade das
particulas e, portanto, determinam os seus comportamentos coletivos. A rigor, nenhum sistema é constituido
por férmions ou bésons, os sistemas macroscépicos sdo constituidos por moléculas, dtomos, niicleos e outras
particulas (prétons, néutrons, elétrons, quarks, glions,...).

Um mesmo sistema pode ser considerado como um gas ndo-degenerado de constituintes idénticos e distin-
uiveis ou, num outro contexto, como um gas degenerado de outros tipos de constituintes com caracteristicas
ermidnicas ou bosénicas.

O problema da radiagdo do corpo negro é um desses exemplos, pois pode ser abordado como se a radiagdo
fosse um gas degenerado de f6tons, ou como devida a um sistema de osciladores independentes, em equilibrio

22Utilizar o método combinatorial de Boltzmann, implicitamente, equivale a assumir o sistema como um gas.
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térmico.

Assim, para um gas de f6tons, em equilibrio térmico & temperatura 7', onde a energia de cada féton é
dada por 62 hw;, a energia média do gas é dada por

1
U= Zieﬂﬁwi — T
1 N———
(ni)
onde (n;) é a distribuicdo de Planck.

Para um conjunto de osciladores independentes, em equilibrio térmico a temperatura 7, cujo espectro é
dado por € = nhw; (n=0,1,2,...), a fungdo de particdo de cada oscilador &

e, portanto, a energia média do conjunto é dada por
810g 7 1 0z hw;
Z B - ziﬁﬁ_;eﬁﬁ“i—l

Ou seja, chega-se as mesma expressdes e conclusdes por ambos os métodos?®

#Mesmo que o espectro de energia de cada oscilador seja dado, de acordo com a Mecanica Quéntica, por € = (n + 1/2)hiw
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Introduzindo-se a densidade de estados de cada modo, ou de cada féton,

Vw?

g(w) = 723

pode-se substituir a soma pela integral

00 oo 2
U:/ ) w Vﬁ/ Sy
0 0

eflw — 1 w2e3 eflw — 1

Assim, a densidade de energia u é dada por pela lei de Stefan-Boltzmann (1884)%*

4 fo’e) 3
u:kT4/ x = aT*
0

e a pressdo da radiagdo por

energia média do conjunto é dada por

hwi
U=Do+d G
cte. v

a qual leva aos mesmas conclusGes que os osciladores de Planck.
**Bstabelecida por Stefan e, a partir da Termodinamica, justificada por Boltzmann.
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8.0.4.

O gas ideal molecular

A fatoragdo da fungdo de partigdo de um sistema macroscopico, também pode ser realizada em fungéo
dos termos que compdem a energia de seus subsistemas, por exemplo, como fungdo de termos relativos a
translacOes, rotagdes, vibragdes, spins, etc.

No caso de um gas molecular, com N moléculas contidas num volume V', em equilibrio térmico & tempe-
ratura 7', a energia de uma molécula pode ser expressa por

assim,

onde

ou seja,

€mol = €Etr T €rot T €yip

_ N
ngs = Zmol

Zmol = E e_ﬁftv“ i Z e_ﬂ€rot i Z e_ﬁeuib

Etr €rot €vib

vV
Ztr Zrot Zvib

., _ N _N _N
Zgas = Zir Zrot “uib

log ngs =N (log Zr + log 2pot + log Zvib)

Dependendo da temperatura e da natureza das moléculas®®, o termo dominante € o de translagio, Zgss =

?5Gases monoatémicos em altas temperaturas.
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2 e, do ponto de vista quantico, o espectro de translagio de uma molécula de massa m, confinada numa
caixa de lado a, tal que a® = V, & dado por

h? a2 2
€ = W(naj +ny +n;) (ng,ny,n, =0,1,...)

Como h?/8ma*kT < 1, pode-se substituir a soma por integrais em dn,, dn,, dn, resultando em

= V( mmk >

hQ

O mesmo resultado é obtido pela abordagem cléssica, onde o espectro de energia de uma molécula é continuo

e dado por

p2

Etr (p) = m

Desse modo, a energia média por particula de uma gas ideal, onde o termo dominante é o de translacéo,

é dada por
Uu _ Ologz, 3
No9="eg — T

e, a capacidade térmica a volume constante, por

C

\%4

3
= "Nk
2
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Ao calcular-se a entropia do gas,

0T log z

S:Nk< 5T

) = Nk <logV+310gT+3>
v 2 2

. . |4 .
resulta que S ndo é extensiva, a ndo ser que o termo de volume fosse do tipo Nk log <N) Essa forma seria

obtida se a funcdo de particdo fosse do tipo

N
7 . = Fr
gas = NN

Uma vez que log N! ~ Nlog N (N > 1), esse fator foi introduzido por Gibbs, para resolver o chamado
paradoxo das misturas de Gibbs, como

1 N _ Ziist

—2Z —

N7 N

Nessas condigdes o gas molecular assemelha-se a um gas ndo-degenerado no qual de alguma forma a indistingui-

bilidade foi levada em conta. Entretanto, num nivel mais fundamental particulas idénticas sdo indistinguiveis
e, a fungdo de partigdo teria que ser

ngs =

Zg(is = Zind
A hipétese hibrida de Gibbs equivale a adotar

1
nllng!ng! ce

como fator de multiplicidade de cada particdo, em vez do valor 1.
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Esse fator s6 se aproxima da unidade quanto mais nimeros de ocupagédo forem nulos ou unitarios, ou seja,
quando o numero médio de ocupagdo de cada nivel de energia ¢; satisfazer

(n;) <1

Essa relagdo, satisfeita em altas temperaturas, define o limite classico e a validade da hipétese hibrida de
Gibbs.
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.1. O teorema de Carnot e a desigualdade de Clausius

Os motores térmicos proporcionam a realizacdo continua de trabalho, a partir da energia recebida como
calor de uma fonte externa, como a fornalha de uma maquina a vapor, ou interna, como um combustivel em
explosdo. Nesse processo, a energia recebida como calor ndo pode ser integralmente convertida em trabalho,
pols uma parte é sempre cedida como calor a vizinhanga do motor.

Segundo Carnot, o processo de funcionamento de um motor pode ser concebido como a evolucdo ciclica
de um sistema intermedidrio — um gas — entre dois sistemas vizinhos a temperaturas definidas 77 e 75,
denominados, respectivamente, fontes térmicas 1 e 2. Considerando que 75 > 77, Carnot concebe o protétipo
do ciclo de um %és que, a partir do calor absorvido da fonte a temperatura mais alta 75, permitiria que um
motor térmico alcancasse a maxima eficiéncia possivel.

Desse modo, a partir de um estado inicial & pressdo P, e volume V,, o gas receberia calor (()2) da
fonte de temperatura mais alta 75, expandindo-se isotermicamente; em seguida, continuaria a expandir-se
adiabaticamente, até que fosse comprimido isotermicamente, quando cederia calor (@) & fonte de temperatura
mais baixa 71; finalmente, completaria o ciclo, comprimindo-se adiabaticamente e retornando ao estado inicial.
Esse é o chamado ciclo de Carnot. Uma vez que em um ciclo a variagdo de energia interna é nula (AU = 0), 2°
segundo a 12 lei da Termodindmica, o trabalho efetivo (1) realizado pelo gas sobre o meio externo é igual
ao calor total trocado entre o gas e as fontes térmicas 1 e 2, ou seja,

W =@Q — Q1 >0

Como apenas uma parte do calor absorvido pelo gas é transformado em trabalho, sendo o restante sempre
cedido ao ambiente externo, o rendimento (1) de uma maquina térmica que realiza um ciclo de Carnot é dado

26 Diz-se que o processo no qual um sistema participa é um ciclo, quando as variaveis de estado do sistema retornam a seus
valores iniciais apds a sua evolugdo.
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por

LA

77:@: Q2

O fato de que o rendimento de qualquer maquina térmica reversivel, operando entre as fontes térmicas 1
e 2, seja igual ao da méquina de Carnot, significa que o rendimento de uma méaquina reversivel s6 depende
das temperaturas 7} e T5.

Baseando-se nos trabalhos de Carnot e Regnault, Kelvin, em 1824, prop6s a definicdo da chamada escala
termodinamica de temperatura, por

L _ G @ _ @

—= = —
Ty Q1 Ty 15

Logo, pode-se expressar o rendimento de uma méquina térmica reversivel que opera entre duas fontes
térmicas a temperaturas 77 e 175 > 77, por

Ty

nrevzl_i

Como o rendimento (7;rrev) de uma maquina térmica irreversivel é sempre menor que o rendimento (7yey)
de uma maquina térmica reversivel, ou seja, Nirrev < Nrev, Obtém-se
Q1 T Q1 Q2
:> _ > —

e 2 R
QQ T2 T1 T2

2T Bssa formula é vilida para o rendimento de qualquer maquina térmica, independentemente de ser reversivel ou nio.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA Paic. 211 UrrimMa SAIR



Considerando o calor absorvido como positivo (@2 > 0) e o calor cedido negativo (Q; < 0), a relagdo entre
as temperaturas e as quantidades de calor envolvidas, em processos reversiveis, deve ser escrita como

Ty Ty
e, em processos irreversiveis, como
Q1 Q2
— + = <0
T Ty
Assim, se um sistema realiza transformagdes ciclicas entre N fontes térmicas, 77, 715, ...... , Ty, obtém-se

o chamado teorema de Carnot,

N
Q.
=

onde Q1, Q2, .. .... ., Qn, representam, respectivamente, as quantidades de calor trocadas entre o sistema e as
fontes térmicas, e sdo positivos quando representam calor recebido das fontes, e negativos quando representam
calor cedido as fontes. A igualdade s6 se verifica quando os processos sdo todos reversiveis.

De modo anéalogo, para um processo no qual um sistema troca calor com uma fonte cuja temperatura (7")
varia continuamente, obtém-se a desigualdade de Clausius

d@

T
é importante notar que 7" representa a temperatura da fonte, somente se o processo for quase-estatico ou reversivel 7" é igual
também a temperatura do sistema que evolui.

28
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A partir dessa desigualdade, Clausius, em 1854, define uma nova varidvel de estado de um sistema,
denominada entropia (5), cuja variagdo em uma evolugdo reversivel do sistema entre dois estados A e B é

dada por
BdQ
S, =8 :/ —
B A A T

re

Para um ciclo irreversivel de A até B, e reversivel de B até A, pode-se escrever

B A B
d@ d@ d@
— — < 0 = S, -5, > —
/A T " /B T e /A T
irrev rev irrev
SA_SB

Uma vez que a quantidade de calor d() é a soma de uma parcela devido ao calor (dQ.,.) trocado entre
o sistema e sua vizinhanga (meio externo), e varias parcelas devido as interagSes internas entre as partes do
sistema (d@i*), para um sistema isolado, obtém-se

B .
d int
S-S5, > Z/A % (sistema isolado)
A

Para cada interagdo entre duas partes (1 e 2) do sistema a temperaturas distintas (73 e T5), tal que T, > T,
a quantidade

Qabsorlvido aedirjllo
—— + == >0
T T
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a .

€ positiva, pois ()57 € positivo e Q54 = — @557 € negativo.

Assim, para qualquer evolugdo de um sistema isolado, a entropia do estado final (S;,,;) nunca pode ser
menor que a entropia do estado inicial (i), iSto é

[ Stina1r > Sinscta | (sistema isolado)

Para todas as mudancas em um sistema macroscépico isolado a entropia deve aumentar ou, se o processo for
reversivel, permanecer constante.

Quando um sistema participa de um processo irreversivel, entre um estado de equilibrio inicial ¢ e um

estado equilibrio final f, a variagdo total da entropia do sistema e da vizinhanca, igual a soma da variagdo da
entropia do sistema (AS,...) e da variagdo da entropia da vizinhanga (AS,,,), é positiva,

ASsist + A’S'viz 2 0

No entanto, uma vez que a entropia é uma variavel de estado, a variagido da entropia do sistema pode ser
calculada como
f dQ

A‘S’sist - (Sf - Si)sist - / T

onde d@ representa o calor recebido ou cedido pelo sistema em uma possivel evolucdo reversivel.

rev

Se um sistema gasoso com ntimero fixo de moléculas evolui em um processo quase-estatico infinitesimal,
a variagdo (dS) da entropia (S) no processo pode ser calculada por

1 P
dS—TdU—I—TdV
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Assim, para um géas ideal molecular, que evolui de um estado de equilibrio 1, com pressio P, volume V; e
temperatura 77, para um estado de equilibrio 2, com pressdo P», volume V5 e temperatura 75, em processos
reversiveis ou irreversiveis, variagdo (AS) da entropia é dada por

_ T Va) _
AS=C,1In <T1> +nRlIn (V1> =

Desse modo, para processos reversiveis adiabaticos, para os quais AS = 0, resulta que

Vo >W; — T, <1y (expansdo adiabatica)

Vo<W — Ty < T}y (compresséo adiabatica)

ou seja, é possivel resfriar um gas por uma expansio adiabatica, ap6s comprimi-lo isotermicamente.

Em processos irreversiveis (AS > 0), a diminuicdo da temperatura em uma expansdo adiabatica é menor
do que a obtida em processos reversiveis.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA Paic. 215 UrrimMa SAIR



Referéncias Bibliograficas

[1] Berkeley Physics Laboratory, 12 volumes, Editorial Reverté S.A., 1974.

[2] P. R. Bevington, D. K. Robinson, Data Reduction and Error Analysis for the Physical Sciences, 2nd.
edition, MacGraw-Hill, Inc., 1992.

[3] M. Blackman, The Theory of the Specific Heat of Solids, Reports Progress in Phys. Vol. VIII, 1941.
[4] L. Boltzmann, Lectures on Gas Theory, University of California Press, Berkeley & Los Angeles, 1964.
[5] R. Bowley, M. Sanchez, Introductory Statistical Mechanics - 1996, Oxford University Press, 1999.
[6] H.B. Callen, Thermodynamsics, John Wiley, 1960.

[7] F. Caruso, V. Oguri, FISICA MODERNA - Origens Cldssicas e Fundamentos Qudnticos, Elsevier
Ed. Ltda., 2006.

[8] H. Cramér, Elementos da Teoria da Probabildade (e algumas de suas aplicagbes -1949), Editora
Mestre Jou, 1973.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA Pic. 216 UrrimMa SAIR



[9] P. Dennery, An Introduction to Statistical Mechanics, George Allen & Unwin Ltd., 1972.
[10] P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford University Press, 1958.
[11] R. P. Feynman, Statistical Mechanics, W.A. Benjamin, 1972.
[12] J.W. Gibbs, Elementary Principles in Statistical Mechanics - 1904, Ox Bow Press, 1981.
[13] D.L. Goodstein, State of Matter, Dover Publications, Inc., 1975.
[14] W. Greiner, L. Neise, H. Stocker, Thermodynamics and Statistical Mechanics, Springer, 1997.

[15] E.A. Guggenheim, Thermodynamsics, Classical and Statistical, Handbuch der Physik, Vol. III/2, Sprin-
ger Verlag, 1959.

[16] T.L. Hill, An Introduction to Statistical Thermodynamics - 1960, Dover Publications, Inc., 1986.
[17] K. Huang, Statistical Mechanics, John Wiley, 1963.

[18] E.T. Jaynes, Information Theory and Statistical Mechanics, Phys. Rev. Vol. 103 (4), 1957.

[19] L. D. Landau, E. M. Lifshitz, Statistical Physics - 1957, Elsevier, 2007.

[20] R.B. Lindsay & H. Margenau, Foundations of Physics, Ox Bow Press, 1981.

[21] L. Lyons, Statistical for Nuclear and Particle Physics, 3rd. Edition, Cambridge University Press, 1986.
[22] J. Mandel. The Statistical Analysis of Experimental Data, Dover Publications, Inc., 1964.

[23] F. Mandl, Statistical Physics - 1971, Butterworth-Heinemann, 2nd. ed., 1988.

[24] R. von Mises, Probability, Statistics and Truth, 2nd. edition, Dover Publications, Inc., 1981.

[25] P.M. Morse, Termofisica, Seleciones Cientificas, 1971.

[26] V. Oguri, Ezperimentos em Fisica e Estatistica, notas ndo publicadas, 1996.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PaAc. 217 UrrimMa SAIR



[27] J. Orear, Notes on Statistics for Physicists, Revised, Laboratory for Nuclear Studies, Cornell University,
Ithaca, NY 14853, 1982.

[28] A. Papoulis, The Meaning of Probability, IEEE Transactions on Education, June- September, 19xx.
[29] R.K. Pathria, Statistical Mechanics - 1972, Butterworth-Heinemann, 2nd. ed., 1996.

[30] L. Pilla, Termodindmica quimica e equilibrio quimico - 1979, 22 ed. (J. Schifino), UFRGS ed., 2006.
[31] A.B. Pippard, The Elements of Classical Thermodynamaics - 1957, Cambridge University Press, 1974.
[32] M. Planck, The Theory of Heat Radiation - 1918, Dover Publications, Inc., 1991.

[33] M. Planck, Treatise on Thermodynamics - 1926, Dover Publications, Inc., 1990.

[34] M. Planck, Theory of Heat, MacMillan and Co., 1932.

[35] F. Reif, Statistical and Thermal - 1965, McGraw-Hill, 1987.

[36] C. Ruhla, The Physics of Chance - from Blaise Pascal to Niels Bohr, Oxford University Press, 1992.
[37] Y.B. Rumer, M.S. Ryvkin, Thermodynamsics, Statistical Physics and Kinetics, Mir Publishers, 1980.

[38] S.R.A. Salinas, Introducdo & Fisica Estatistica, Editora da Universidade do Estado de S&o Paulo
(ed"SP), 1997.

[39] C.E. Shannon, Bell System Tech. J., 27, 379, 623 (1948). Reprinted in C. E. Shannon and W. Weaver,
The Mathematical Theory of Communication, Univ. Illinois Press, 1963.

[40] D.E. Smith. An Source Book in Mathematics . (1959), Dover Publications, Inc.

[41] A. Sommerfeld, Thermodynamics and Statistical Mechanics, Lectures on Theoretical Physics, Vol. V,
Academic Press, 1955.

[42] G.L. Squires, Practical Physics, 3rd. Edition, Cambridge University Press, 1985.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA PiAc. 218 UrrimMa SAIR



[43] R. Tolmann. The Principles of Statistical Mechanics - 1938, Dover Publications, Inc., 1979.

[44] V.R. Vanin & P. Gouffon. T'dpicos Avangados em Tratamento Estatistico de Dados en Fisica Ezpe-
rimental, LAL - IFUSP., 1996.

[45] J.H. Vuolo, Fundamentos da Teoria de Erros, Editora Egdard Bliicher Ltda, 1992.

. Yourgrau, A. van der Merwe, G. Raw, Treatise on Irreversible an atistica ermophysics -
46] W. Y A der M G.R Treats I bl d Statistical Th hyst
1966, Dover Publications, Inc., 1982.

[47] M.W. Zemansky, Heat and Thermodynamics, McGraw-Hill, 5 ed., 1968.

[48] D.N. Zubarev, Nonegquilibrium Statistical Thermodynamics, Studies in Soviet Science, Consultant
Bureau, New York, 1974.

Capra VoLta ANTERIOR PROXIMA TELA CHEIA Pic. 219 UrrimMa SAIR



	 Introdução
	Microestados, macroestados e lei zero da Termodinâmica
	O conceito de energia na Mecânica Quântica

	Elementos da teoria de probabilidades
	Grandezas e variáveis aleatórias
	Probabilidades  a priori
	Probabilidades a posteriori e distribuições

	Elementos de Termodinâmica
	Variáveis e equações de estado
	A equação de Clapeyron
	A lei de Curie
	Propriedades extensivas e intensivas

	 1-.8exa  e 2-.8exa  leis da Termodinâmica para sistemas fechados
	Entropia e irreversibilidade
	Entropia em transições de fase
	Entropia em uma expansão livre

	Calores específicos dos sólidos e dos gases
	Potenciais químicos e termodinâmicos
	A 3-.8exa  lei da Termodinâmica
	Entropia e potencial químico de um gás ideal molecular monoatômico
	Entropia da radiação de corpo negro

	Limites dos gases ideais degenerados
	Densidade de estados
	Gases não-degenerados
	Gases degenerados
	Férmions degenerados não-relativísticos
	Bósons degenerados


	O método combinatorial de Boltzmann-Planck
	O conceito estatístico de entropia
	Entropia e 2-.8exa  lei da Termodinâmica
	Populações dos gases ideais não-degenerados e degenerados
	A distribuição canônica de Gibbs

	O método dos ensembles de Boltzmann-Gibbs
	A distribuição microcanônica
	O gás ideal clássico
	O gás de spins

	Aplicações da distribuição canônica
	Propriedades da função de partição canônica
	A aproximação clássica
	A analogia Termodinâmica de Gibbs
	Funções termodinâmicas
	Gases ideais
	A distribuição de Planck (1901) 
	A distribuição de Maxwell-Boltzmann (1860-1871)
	Flutuações e conexão entre as distribuições canônica e microcanônica

	A distribuição gran-canônica 
	As distribuições de Fermi-Dirac e Bose-Einstein
	O potencial químico de gases degenerados de férmions não-relativísticos


	Outros métodos
	Entropia, desordem e informação
	O método de Darwin-Fowler
	A formulação de Von Neumann-Landau

	Sistemas em equilíbrio térmico
	O conceito de quase-partícula
	Os sólidos cristalinos
	O problema do calor específico
	O átomo como um oscilador
	O calor específico dos metais 

	A radiação de corpo negro
	A quantização da energia
	A quantização da radiação

	O gás ideal molecular

	O teorema de Carnot e a desigualdade de Clausius

	Referências Bibliográficas

