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Apresentacdo

Este texto constitui uma introdugéo geral a anélise de erros e incertezas, baseado
em métodos estatisticos, redigido como parte do material diddtico para as
atividades de laboratério da disciplina de Fisica Geral, oferecida aos alunos que
ingressam no curso de Fisica da UER].

A par de técnicas estatisticas, que proporcionardo aos alunos:

organizar e descrever conjuntos genéricos de dados,

estimar erros em medidas diretas,

propagar erros em medidas indiretas,

efetuar a determinagdo de parametros a partir de ajustes lineares.

Ou seja, realizarem de modo elementar, sinteses e andlises exploratdrias de
dados: pretendemos também que os alunos adquiram comportamento e pro-
cedimento adequados ao trabalho em laboratério, tanto individual como cole-
tivamente.

Como temos observado que versdes anteriores desse trabalho tém sido
usadas por professores em periodos mais adiantados, quando o estudante ja
dispde de maiores conhecimentos de matemaética, resolvemos incluir algumas
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secgOes e apéndices (marcados com asteriscos) mais avangados. Esperamos
com isso que o estudante, que esteja usando este trabalho no primeiro periodo,
possa moldar sua formagdo em bases mais substanciais no decorrer de sua
graduacdo. Uma vez apresentados alguns métodos estatisticos necessarios a
analise das medidas resultantes de um experimento, como utilizé-los no estudo
ou no trabalho de pesquisa em Fisica? De que maneira os experimentos e as
teorias fisicas estao relacionados?

O objetivo primdrio de uma ciéncia basica, como a Fisica, ndo é o de propor-
cionar o descobrimento ou a invencdo de novos aparatos tecnolégicos' mas,
sim, o de permitir ao homem ampliar a sua compreensdo do mundo em que
vive.

Com esse objetivo os fisicos criam conceitos que sdo associados a grandezas
e estabelecem relagdes entre eles, denominadas leis fisicas. A partir, entdo,
de um conjunto de leis fisicas independentes, associadas a uma dada classe
de fendmenos naturais, resultam as teorias fisicas, as quais permitem a inter-
pretagdo de uma multiplicidade de fendmenos em termos de alguns poucos
principios ou leis fundamentais.

Um experimento, etapa fundamental da investigacdo cientifica, é um pro-
cesso que, a par da andlise de dados, necessita da habilidade do experimentador

! Apesar de que, historicamente, a grande maioria das cria¢des da ciéncia sempre proporci-
onaram a concepgdo e a realizagdo de novos produtos e artefatos tecnolégicos.
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em imaginar e criar condi¢des nas quais apenas alguns atributos ou grande-
zas associadas a um sistema variem ao longo do processo. Nesse contexto,
a objetividade de um experimento resulta do teste de uma ou mais hipéteses
que envolvam conexdes ou relagdes entre as grandezas ou atributos de um
sistema. Assim, a partir de hipéteses experimentalmente testdveis, as leis da
Fisica podem ser estabelecidas.

Esse requerimento de condicionar a aceitagdo ou rejei¢do de uma hipétese
sobre a natureza a um procedimento experimental, que se iniciou com Gali-
leu (séc. XVII), é que permitiu aos fisicos a elaboracdo de teorias e leis com
grandes poderes de previsdo e explicagdo, em relacdo ao comportamento e a
evolugdo de diversos fendmenos naturais, e a criagdo de uma imagem coerente
e compreensivel do cosmos.

Estaremos recompensados se o estudante ao término do periodo estiver
em condigdes de utilizar com desenvoltura o que aqui se expde, quando, em
outras disciplinas, iniciar o aprendizado de novas técnicas experimentais para
a obtencdo cuidadosa e sistematica de dados.
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1. Introducao — Experimentos em Fisica

Todo experimento em Fisica envolve a medi¢do de uma ou varias grandezas,
entendendo-se por grandeza: atributo de um fendmeno ou sistema fisico que pode
ser distinguido qualitativamente e determinado quantitativamente.

Mesmo que as medic¢des tenham sido realizadas com todo esmero, os va-
lores encontrados (medidas) estdo sujeitos, inevitavelmente, a incertezas. A
andlise de erros e estimativa dessas incertezas é que nos permite quantificar
propriamente o resultado de um experimento, além de ajudar a reduzi-las ou
controla-las.

Somente a partir de criteriosa determinacdo dos erros, torna-se possivel
quantificar um resultado experimental; nesse contexto, a Estatistica é funda-
mental, por estabelecer métodos, critérios e procedimentos bem definidos que
permitem uma boa e sistemdtica aquisi¢do, organizagdo, descrigdo, tratamento
e interpretagdo de dados, até a extragdo e divulgacdo de resultados.
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e Dados: valores” de atributos associados aos elementos de um conjun-
to.

e Medidas: dados numéricos associados as grandezas relativas a um

fendmeno ou sistema fisico, resultantes de medicoes’.

e Populagdo: conjunto ou colegao, hipotético ou ndo, da totalidade dos
dados associados a um fendmeno ou sistema.

e Amostra: subconjunto acessivel e disponivel de uma populacdo, do
qual se pode ou se deseja extrair conclusdes acerca da populagao.

“ Esses valores podem ser numéricos ou ndo-numéricos, como, por exemplo, a cor dos
olhos de cada aluno de uma turma.

b Medigdo: Ato ou processo de aquisicdo de dados que tem como objetivo associar um
valor (uma medida) a uma grandeza.

Nesse sentido, pode-se dizer que um experimento sempre envolve um
processo de coleta de dados, obtidos de um arranjo de instrumentos de deteccado
e medigdo, que resulta em uma amostra da qual se deseja extrair ou determinar
(de modo sistematico) as propriedades de um fendmeno ou sistema fisico.
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Experimentos simples, de custo relativamente baixo, como a maioria dos
experimentos diddticos, em geral, envolvem um pequeno ntimero de pessoas,
estendem-se por fragdes de hora e resultam em poucos dados a serem trata-
dos. Por outro lado, um experimento complexo pode envolver milhares de
pessoas, estender-se durante algumas décadas, ter um custo muito elevado e
gerar uma quantidade de dados que demanda recursos de armazenamento e
computacionais enormes.

Simples ou complexo, o esquema (Fig. 1) de um experimento genérico indica
que, excepto em sua fase de construgdo, os métodos estatisticos sdo absoluta-
mente necessarios em todas as suas fases de operacao.

Inicialmente, estudaremos a organizagio e descrigdo de dados sem o questio-
namento de como e de onde eles provém, ou seja, sem a preocupagdo com 0
processo de aquisi¢do, mesmo que esses dados sejam provenientes de algum
procedimento experimental, como a medigado das alturas ou das massas de um
grupo de pessoas. Somente ap6s estabelecermos os métodos de apresentacdo e
caracterizagdo de um conjunto genérico” de dados, utilizaremos esses concei-
tos para uma estimativa das incertezas associadas as medidas® de grandezas

2 Por exemplo, as notas das provas de Mecanica de uma turma, as contagens das faces em N
langamentos de um dado ou nos langamentos de N dados idénticos, ou o sexo dos assinantes
de um jornal.

% Como as medidas de comprimento de uma barra, do periodo de um péndulo ou da corrente
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fisicas.

As referéncias [Y, 15, 15] apresentam os procedimentos para a organizagdo
e descricado direta de dados, de forma similar a adotada nessa introdugéo. Dis-
cussOes ainda elementares, porém mais gerais, podem ser encontradas nas
referéncias [6, 21].

Os métodos e procedimentos da Estatistica, fundamentados por argumentos
probabilisticos, requerem o uso de técnicas matemdticas ndo-elementares, que
serdo evitadas nessa introducdo ao assunto. Abordagens mais formais do ponto
de vista matematico sdo encontradas nas referéncias [23, 8, 13, 12, 10], enquanto
do ponto de vista dos fisicos, ou de outros pesquisadores na area de ciéncias
da natureza, podem ser encontradas em [1, 11, 14,2,22,20, 19,17, 7].

em um circuito elétrico simples.
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EXPERIMENTO

Concepeio Projeto Tomada Dados Tratamento Resultados Divulgagao
Planejamento || Construgiio [ de {Medidas) —| © Andlise | — — de
Simulagzo Dados de Dados Informagoes
Sinulagao
de Dados
1~ lll-3 {pessoas) |
5 Modelos
1~ 107 (horas) Hipdteses
- 9 Teorias
1~ 107 ($) Leis

Figura 1: Diagrama de um experimento genérico em Fisica.
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2. Apresentacao e descricao de dados

Iniciaremos apresentando exemplos de dados colhidos em turmas que passa-
ram pelo curso de Fisica do Instituto de Fisica da UER] (1F—UER).

2.1. Tabelas

Das turmas de Fisica Geral da UER], do 29 semestre de 2001, foram coletadas
as seguintes idades (anos), massas (kg) e alturas (cm), correspondentes a 72
alunos, apresen’cadas4 na Tab. 1.

Por outro lado, alguns desses alunos mediram os comprimentos de 30
bancadas distintas do laboratério de Mecénica e encontraram o conjunto de
dados listados, em cm, na Tab. 2.

Do modo que esses dados estdo apresentados, em estado bruto ou dados
brutos, torna-se dificil a caracterizagdo desses conjuntos. Como identificar, por
exemplo, as faixas de maiores incidéncias de idades, massas ou alturas? Exis-
tem grandes varia¢oes de valores com relagdo as faixas de maiores incidéncias?
As mesas apresentam comprimento uniforme?

O primeiro passo para uma apresentacdo sistematica é a tabulacdo ordenada
e agrupada de acordo com o nidmero de ocorréncias de um determinado valor

4 Nota: os dados numéricos estdo apresentados do modo como foram recolhidos.
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ou com a quantidade de dados (fregiiéncias) contidos em certos intervalos de
valores (classes).

Desse modo, os comprimentos das mesas podem ser apresentados em uma
tabela de fregiiéncias®, como a Tab. 3.

A fungao que fornece o ntimero de dados em cada classe de um conjunto
ordenado de dados e agrupado por classes denomina-se distribuigdo de freqiién-
cia. Convém destacar que a distribuicao de freqiiéncia depende da escolha das
classes.

2.2. Histogramas

A maneira pela qual se pode, por simples visualizacdo, perceber o comporta-
mento global de uma distribuicdo de freqiiéncia é por meio de um histograma.

Assim, as distribui¢des de freqiiéncias associadas aos subconjuntos: das
idades, das massas e das alturas dos alunos das turmas de Fisica Geral da UER],
do 22 semestre de 2001, segundo classes pré-definidas, podem ser representadas
como nas Tabs.4, 5, 6, ou, graficamente, pelo histograma correspondente ao
lado.

5 Por convengio, o valor extremo superior de uma classe ndo ¢é incluido nesta classe, isto é,
as classes sdo consideradas intervalos fechados a esquerda e abertos a direita. Por exemplo, a
classe 149 +— 150 é equivalente a [148, 150).
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Desse modo, nota-se claramente que (do histograma referente a Tab.4) a
idade mais comum é em torno dos 20 anos, que (do histograma referente a
Tab.5) o peso da maioria dos alunos encontra-se no intervalo de (60 a 70) kg e
que (do histograma referente a Tab. 6) existem trés grupos de alturas, em torno
de (165, 175 e 180) cm.

No caso do comprimento das mesas, a distribuicdo das medidas é mais
bem visualizada em um histograma do tipo setorial (associado a Tab.7), a
partir do qual, pode-se estimar que o comprimento de cerca de 55% das mesas
encontra-se no intervalo de [150, 151).

e Classes: intervalos de valores ou qualifica¢cdes nos quais os dados de
uma colegdo sdo agrupados.

e Histograma: representagdo grafica de uma distribuigdo de freqiiéncia
nas classes de agrupamento de uma colegdo de dados.

Uma vez que o tamanho do intervalo que define uma classe é quem deter-
mina a freqiiéncia da classe, sua escolha depende de um compromisso. Se o
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intervalo de classes for muito pequeno, havera grandes flutuacdes nas freqiién-
cias. Por outro lado, para grandes intervalos de classes perdem-se detalhes® da
distribuigdo de freqiiéncias.

6 As classes de um histograma ndo precisam ser uniformes, i.e., ndo precisam ter a mesma

amplitude. Mas, se as classes forem uniformes e as alturas proporcionais as freqiiéncias corres-
pondentes, pode-se interpretar a drea delimitada pelos limites de uma como sendo proporcional
a probabilidade de ocorréncia dos dados na classe considerada.
Para que essa interpretagdo possa ser sempre mantida, é conveniente que se considere essa
proporcionalidade quando se consideram classes ndo-uniformes, de modo que, se duas classes
vizinhas passam a ser consideradas como uma nova classe, a nova area delimitada deve ser
igual a area total delimitada pelas duas classes originais.
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37
21
21
19
21
23
25
20
18
18
19
19
20
22
20
19
21
19

88
90
83
75
82
50
83
82
68,5
80
65
78,5
72,1
84
67
97
60
60

183
183
180
175
184
165
180
181
173
177
176
180
172
182
169
182
177
170

21
34
18
33
20
24
25
21
37
20
25
19
19
22
19
18
22
20

75
68
67
86
60
95
80
93
72
58
47,5
51,5
75
66
64
62
80
82

175
159
167
180
177
174
181
191
183
171
160
166
175
167
161
164
185
181

27 66
20 65
18 68
21 63
26 64
20 88
24 66
18 68
20 68
21 60
21 74
22 63
25 63
21 82
17 58
19 70
20 71
18 110

172
177
170
179
173
163
172
168
168
164
175
179
172
184
163
176
175
183

19
20
17
21
19
25
20
20
21
19
18
20
18
23
19
22
19
19

57
54
70
61
62
127
70
63
55,5
58
67
52
70
98
83,4
85
75
61

172
165
168
164
172
185
180
184
172
167
177
160
175
178
181
179
174
180

Tabela 1: Idades (anos), massas (kg) e alturas (cm) de 72 alunos calouros do 17-uEery de

2001-2.
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150,3 | 150,1 | 149,9 | 150,2 | 150,1 | 150,1
150,2 | 150,1 | 150,4 | 151,0 | 151,1 | 150,0
150,1 | 151,0 | 149,9 | 149,7 | 150,2 | 149,2
151,5 | 150,1 | 149,9 | 149,2 | 149,9 | 150,2
151,60 | 151,0 | 150,3 | 150,80 | 150,0 | 150,0

Tabela 2: Comprimentos de bancadas do laboratério de Mecénica do 1F—UER], em
centimetros (cm).

classes de A
. freqiiéncias
comprimento (cm)
149 — 150 7
150 — 151 17
151 — 152 6
Total: 30

Tabela 3: Quadro de distribui¢do de freqiiéncia dos comprimentos das
bancadas medidos pelos calouros de 2001-2 do 1F—UERJ.
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idades (anos) | freqiiéncias
17 — 18 2
18 — 19 9
19 — 20 15
20 — 21 14 -
21 — 22 12 14
22 — 23 5 12i
23— 24 2 r
24 — 25 2 10;
25 — 26 5 -
26 — 27 1 8
27 — 28 1 Gi
28 — 29 0 r
29 — 30 0 a-
30 — 31 0 -
31 — 32 0 2—
32— 33 0 "mwm\m\m\mm\mmmmr
33 — 34 1 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38
34 — 35 1 Idades (anos)
35 — 36 0
36 — 37 0 Histograma associado a Tab. 4
37 — 38 2
total 72

Tabela 4: Distribuicado de freqiiéncia das idades dos calouros do 17—uERry de 2001-2.
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massas (kg)

freqiiéncias

50 — 54 3
54 — 58 3
58 — 62 9
62 — 66 10
66 — 70 11
70 — 74 7
74 — 78 5
78 — 82 4
82 — 86 9
86 — 90 3
90 — 94 2
94 — 98 2
98 — 102 1
102 — 130 2

total 72

10

o b b b L | \\\lw_lww‘\\ L

50 60 70 80 90 100 110 120 130

Massa (kg)

Histograma associado a Tab. 5.

Tabela 5: Distribuicao de freqtiéncia das massas dos calouros do 17—UERry de 2001-2.
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alturas (cm)

freqiiéncias

158 — 160

1

160 — 162

162 — 164

164 — 166

166 — 168

168 — 170

170 — 172

172 — 174

174 — 176

176 — 178

178 — 180

N3] 00| \O| W x| H=| U1 N| W

180 — 182

—_
o

182 — 184

184 — 186

186 — 192

—| U1 &

total

N
N

10

(o))
LA L L L B B B B

160 165 170 175 180 185

190 195
Altura (cm)

Histograma associado a Tab. 6.

Tabela 6: Distribuigdo de freqiiéncia das alturas dos calouros do 17—uEry de 2001-2.
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comprimento (cm) | freqiiéncia
149 — 150 7
150 — 151 17
151 — 152 6
total 30

149 — 150

150 =151

151 =152

Histograma setorial

associado a Tab. 7.

Tabela 7: Distribuigdo de freqiiéncia dos comprimentos das bancadas do laboratério de Me-

canica do 1F—UER].
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2.3. Parametros de posicao

Todas as constatac¢oes retiradas das se¢des 2.1 e 2.2, como a idade mais comum,
o intervalo de massa da maioria ou a altura média de um grupo, podem ser
quantificadas por meio do célculo de medidas que caracterizam os valores em
torno dos quais esses dados se distribuem, ou seja, pelos chamados pardmetros
de posigdo central.

Seja uma colecdo de N dados numéricos {x1,x7,x3,...,xn}, que pode ser
representada também por {x; | i = 1...N}. Definiremos sucintamente, a seguir,
0s parametros mais Uteis para essa avaliagao.

Média Aritmética (x): valor médio representativo dos dados de uma colegéo:

Xp+x+...+tay 1
N N (4

1

=

N
Xi
=1

Média Quadriatica (x2): valor médio dos quadrados dos dados de uma cole-
¢éao:

2

2 2
_2_x1+x2+...+xN

N

5

~
I
—_

Z|~
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Valor eficaz’” (x;ms): raiz da média quadratica:

Xrms = sz

Moda (x,,,q): valor mais freqiiente8 em uma cole¢ido de dados.

Mediana® (xpeq): valor que divide a distribui¢do ordenada de dados da amos-

tra, tal que metade dos dados estdo acima e metade abaixo desse valor'?.
N(impar) = Xmed = X(N+1)/2

XN/2 T X(Nj2)+1

N (Par) = Xmed = 5

7 A abreviagdo baseia-se no inglés: root mean square.

8 Se houver mais de um valor com a mesma freqiiéncia mdxima, diz-se que a colecdo de
dados é multimodal, sendo a moda igual ao conjunto de dados da amostra que correspondem a
mesma freqiiéncia maxima.

 Nao se deve confundir, por exemplo, as nota¢des X; € Xmeq; @ primeira indica um valor
do conjunto de dados, a segunda o valor de um parametro (a mediana) para esse conjunto de
dados.

10 Por exemplo, dada a distribuicdo x =(1,40,2,1,3), a mediana é facilmente obtida pela dis-
tribui¢do ordenada y = (1,1,2,3,40), assim Xmeq = 2; no caso da distribuigdo z = (1,2,3,40), a
mediana é zy,.q =(2+3)/2=2,5.
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Aproximacao damédia Se os dados estdo agrupados em M classes (histogra-
mas), se i € o ponto médio da classe [by, bry1) € vk € a freqiiéncia na classe,
entdo a média pode ser aproximada por: !

X~
N

nyr+wip+...+vmym 1 -
=N Z"j%‘
j=1
A expressdo a direita se aproxima da “média dos dados brutos” conforme
aumenta o ntimero de classes.

Do ponto de vista descritivo, quanto menor o intervalo de variagdo dos
dados, ou seja, quanto menor o grau de dispersdo, esses parametros de posic¢ao
sdo as quantidades que melhor caracterizam ou resumem a totalidade das
informagdes contidas num conjunto de dados.

1 Uma vez que os célculos dos pardmetros associados a um conjunto de dados dependem de
seus agrupamentos, tanto histogramas quanto tabelas de freqiiéncias por classes s6 devem ser
utilizados para a organizagdo ou visualizagdo da distribuicdo dos dados. Quaisquer estimativas
de parametros devem ser efetuadas, sempre que possivel, a partir dos dados brutos.
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2.4. Parametros de dispersao
Seja uma colegdo de N dados numéricos {x1, x2,x3, ..., xn}. A variabilidade, ou

a dispersao, desses dados pode ser avaliada por:

Amplitude (A): diferenca entre os valores méximo e minimo'? do conjunto
de dados.
A = Xmax — Xmin

Desvio Médio Absoluto (M ): média dos médulos dos desvios 0x; = (x;—x)
em relagdo a média.

_ g N — 7
oxl=— Y |oxl= Yy ==
By N;‘wm le N

e =X+ o =X+ 4 |y — X
N

12 Note-se que a amplitude é sempre positiva.
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Variincia (0%): média quadrética dos desvios em relagdo a média, rigorosa-

mente chamado de varidncia em relagao a média.

1 (x; — X)*
2 _ 2 _ !
=5 ;@xi) = Zl', N
=X+ -+ + (v — %)
- N
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A varidncia pode ser calculada também por: 1

N N
2 _ 1 2 1 _ 0 =2
D DA It
i=ill i=1
13 Com efeito:
o2 = li(x —%f = li(x?—Zx&+E2)
) N i=1 1 N i=1 l 1
1 (& N N . .
= 1@ -2 (Y k) Y7 —{xZ—zzmﬁyz}
i=1 i=1 i=1
= -2

Note-se que para grandezas fisicas a varidncia é uma grandeza cuja dimensdo fisica é igual
ao quadrado da dimensdo das amostras a que estd associada, por exemplo, se as amostras
correspondem a intervalos de tempo, a varidncia dessa amostra serd o quadrado de intervalo de

tempo.
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Desvio-padrdo (0,): medida de dispersdo mais utilizada na Fisica para esti-
mativas de erro; igual a raiz quadrada (positiva) da variancia e, portanto, na
mesma unidade dos valores dos dados associados as medidas de uma grande-
za.

Oy

1y o (= D)°
N 0" = ;x;

_ \/(xl—z)2+(x2—§)2+...+(xN—x)2

N
[ =2 [
X2 —x" = /o2

Largura a meia altura'? (I'): intervalo limitado por valores (por dados) cor-
respondentes a metade da freqiiéncia méxima (fmax). Medida de dispersdo
amplamente utilizada com distribui¢des para as quais o desvio-padrdo nao
pode ser calculado (Fig.2), como as que ocorrem em estudos que envolvem
fendbmenos de ressonancia.

4 Em inglés: full width at half maximum — FWHM.
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fmax

R s Frnand2

Figura 2: Curva de ressonancia ou distribuicdo de Breit-Wigner, ilustrando a largura
a meia altura T
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Exemplo de resumo de dados

Além das tabelas de freqiiéncias e dos histogramas, os dados referentes as
idades, massas e alturas de uma amostra de 72 alunos das turmas de Fisica
Geral da UER], no 29 semestre de 2001, podem ser apresentados e sintetizados
na Tab. 8, em funcdo dos pardmetros de posicdo e de dispersdo. Sempre que
se trabalha com dados é oportuno que se faga uma tabela em que se resumam
0s parametros (estatisticos) de posicdo (valores méximos e minimos, média
aritmética, valor eficaz, efc.) e de dispersdo (amplitude, varidncia, desvio-
padrao, desvio médio absoluto, efc.).
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Parametros | Idade | Massa | Altura
Estatisticos | (anos) | (kg) (cm)

Valor Méaximo 37 127,0 191

Valor Minimo 17 47,5 159
Média Aritmética 21,3 72,0 174,3
Valor eficaz 21,7 73,4 174,5

Mediana 20 68,3 175

Amplitude 20 79,5 32
Variancia 16,6 | 201,3 52,7
Desvio-padrao 4,1 14,2 73
Desvio Médio Absoluto 2,7 11,0 6,0

Numero de alunos da amostra: 72

Tabela 8: Resumo dos dados referentes as turmas de Fisica Geral (2001-2).
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Exercicios

Exercicio 2.1. Determine a média, a moda, a mediana, o desvio médio absoluto
e o desvio-padrdo para cada conjunto numérico abaixo.

(a)
(b)
(©
(d)
(e)
()
(8)
(h)

34, 29, 26, 37 e 31

34, 29, 26, 37, 31 e 34

, 8 12, 3 e 9

3, 6, 4 7, 9 e 8

14, 19, 16, 21, 18, 19, 24, 15 e 19

6/ 7/ 7/ 3, 8, 5, 3 e 9
5, 6, 8§ 8 5 9, 9 9, 9 10 e 11
500, 600, 800, 800, 500, 900, 900, 900, 900, 1000 e 1100

Exercicio 2.2. Com relagdo aos 80 niimeros abaixo:
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90
88
73
61
62
58
49
35

90
55
79
66
64
53
42
39

79
73
69
66
68
65
36
30

84
79
74
54
58
57
46
41

78
78
76
71
56
59
40
41

37
22

88
67
72
75
63
48
53
28

90
83
72
49
68
54
48
36

85
68
75
51
64
55
44
39

80
60
60
57
51
40
43
51

(a) Represente-os em um histograma (escolha o intervalo que julgar
mais conveniente para os representar).

(b) Determine a média, a moda e a mediana, a partir dos dados bru-
tos e dos que foram agrupados em classes para a construgdo do
histograma.

(c) Calcule o desvio-padrao (o) e a largura a meia altura (T').

Exercicio 2.3. A tabela abaixo apresenta as idades (anos) de 24 alunos de uma

turma.

190 18,7 193 189 190 202 199 18,6
194 19,3 188 193 192 18,7 18,5 18,6
19,7 19,9 200 195 194 196 20,0 189
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(a) Calcule a média e o desvio-padrao.

(b) Inclua a idade do professor, de 49,6 anos, e recalcule os parametros.
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2.5. Parametros de correlagao

Em algumas situagdes, a variagdo dos dados associados a uma grandeza pare-
cem acompanhar a variagdo dos dados correspondentes a uma outra grandeza.
Por exemplo, aqueles que tém altura acima da média tendem, também, a su-
perar a média da massa. Nesses casos, diz-se que existe uma forte correlacao
entre as grandezas ou varidveis comparadas.

A relacdo existente entre os valores ou medidas de um par de varidveis ou
grandezas associadas a um mesmo conjunto ou sistema fisico pode ser global-
mente percebida e visualizada através dos chamados diagramas de dispersao.

Assim, as comparagdes entre idadexaltura, idadexmassa e alturaxmas-
sa, dos alunos das turmas de Fisica Geral da UER], do 2° semestre de 2001,
observadas nos diagramas da Fig.3, mostram que parece existir uma maior
correlacdo (mais robusta) entre a massa e a altura do que entre quaisquer das
outras comparagoes.

A interdependéncia de duas cole¢des de dados pode ser quantificada, por
exemplo, pela covaridncia (Sec.2.5.1) e pelo coeficiente de correlacio linear de
Pearson, parametros que serdo definidos a seguir.
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Figura 3: Diagramas de dispersio de dados das turmas de Fisica Geral 2001-2 (Tab. 1).

2.5.1. Covariancia

A covaridncia (oy) entre N pares (x;, y;) de medidas das grandezas x e y, associa-
das (correspondentes) ao mesmo elemento de um conjunto ou sistema fisico,
como, por exemplo, a idade e a altura de cada aluno de uma turma rotulado
pelo indice i (aluno i), é definida como a média dos produtos dos respectivos
desvios (0x; e 0y;), isto é,
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0y = 5 [0 =D (11 =)+ (2 -D) (1= + (=D (=)
N N
= %Z(xi ~D(yi-7) = %Zéxiéyi = x 0y
i=1 i=1

A covaridncia pode ser calculada também por:

Oxy =Xy =X Y

2.5.1.1. Anadlise do sinal da covaridancia De acordo com as respectivas ex-
pressdes, se os valores acima ou abaixo das respectivas médias tém tendéncia
a ocorrer concomitantemente, os respectivos desvios possuem o mesmo sinal
para todos os pares e, portanto, a covaridncia resultante sera positiva (corre-
lacdo positiva). Se, ao invés disso, nos pares, os maiores valores de uma das
grandezas estdo associados aos menores valores da outra, os respectivos des-
vios terdo sinais distintos e, portanto, a covaridncia resultante serd negativa
(correlacao negativa).

Se as medidas das grandezas, num dado intervalo, sdo tais que ocorram
tanto produtos de desvios negativos quanto positivos, a covariancia resultante
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podera ser nula nesse intervalo. Nesses casos, diz-se que as grandezas sdo
ndo-correlatas.

2.5.2. Coeficiente de correlagio linear de Pearson

O coeficiente de correlacdo linear de Pearson, ou abreviadamente coeficiente de
correlagio r, entre N pares (x;, y;) de medidas correspondentes as grandezas x e y
é um parametro adimensional de intervalo de varia¢do entre —1 e +1, definido

por

(¢}
F=— (-1<r<1)
0x0y

Se o diagrama de dispersdo das duas grandezas x e y indica uma forte
correlagdo (positiva ou negativa), que, a grosso modo, também sugere uma
relacdo linear entre essas grandezas, correlacionando aproximadamente cada
uma das N medidas x; de x com a correspondente medida y; de y por

yi=ax;i+b
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entdo' a covariancia oy, pode ser escrita como

1 N
oy =5 2, 0= D W=7
i=1

N -2
_ Zi:l(xi_x) _ Z_Q 2.2
—QT—HO'X—HUX asoy
N =\2 N —\2

=2 A2 i=1 (Xi = %) L i-1 (Vi =)

ja] = N lal = N

a
= —0x0

jal =Y

ou seja, o médulo do coeficiente de correlagdo (r) é igual a unidade (1) quando
os pontos (x;, y;) estdo exatamente alinhados.

Desse modo, quanto mais robusta a correlagdo linear, mais préximo da uni-
dade ¢é o valor do coeficiente de correlagdo, e uma correlagio é dita linear, perfeita
e positiva quando r=1 e linear, perfeita e negativa quando r=~1.

O coeficiente de Pearson quantifica o grau de linearidade de uma distribuigao
de dados mostrado em um diagrama de dispersao.

15Se a0, caso em que 0,=0e 0,,=0 e o coeficiente de correlagéo linear ndo estd definido.
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Com relacdo aos 72 alunos das turmas de Fisica Geral de 2001-2, a tabela
das covaridncias e dos coeficientes de correla¢des associados aos diagramas de
dispersio entre idadexaltura, idadexmassa e alturaxmassa (Tab. 9), mostra que,
de fato, a correlacdo mais forte, nesse grupo de alunos, é entre a massa e a
altura.

cn . coeficiente de
grandezas covariancia ~
correlagido
XXy Oxy 7
idadexaltura 4,18 anoXcm 0,1435
idadexmassa | 9,90 anoxkg 0,1739
massaxaltura | 64,77 kgxcm 0,6377

Tabela 9: Correlagdes e variancias dos pares de grandezas da Tab. 1 e diagramas da Fig. 3.

E importante notar que a covaridncia nula entre dois conjuntos de dados nio
implica a independéncia entre esses dados. O coeficiente de correlagdo linear de
Pearson quantifica apenas correlagdes lineares. Ele pode ser nulo e, ainda,
existir uma correlagdo ndo-linear (curvilinea) entre duas grandezas.

Se o diagrama de dispersdo das medidas de duas grandezas apresentar
duas partes distinguiveis, uma com forte correlagdo positiva e outra com forte
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correlagdo negativa, a correlagdao global dos dados pode ser nula. Ou seja, a
covariancia nula é uma condi¢do necessdria, mas ndo suficiente, para a inde-
pendéncia entre dois conjuntos de dados. Do mesmo modo, uma covariancia
ndo-nula, ou correlagéo robusta'® entre as medidas de um par de grandezas
ou varidveis, ndo implica a existéncia de uma relacdo causal entre elas, ou seja,
uma regra de dependéncia entre as duas grandezas ou varidveis, tal que a va-
riagdo de uma acarrete, necessariamente, a variagdo da outra. Por exemplo, a
prética de certos esportes como o golfe e o sucesso na vida profissional é apenas
“correlacional”, pois a escolha de um determinado hobby ndo acarreta sucesso
profissional.

Desse modo, apesar do estudo das correlagdes ajudar a estabelecer ou des-
cobrir a natureza das relagdes entre varidveis, uma forte correlagdo ndo permite
a previsdo inexoravel do comportamento de uma variavel em fungdo de outra,
apenas uma previsdo do comportamento médio.

16 O critério para uma correlagdo robusta é um tanto ou quanto subjetivo, mas dizemos que
uma correlagdo é robusta quanto mais préximo da unidade for o quadrado do coeficiente de
correlagdo linear de Pearson.
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2.6. Toépico avangado *

Apresentaremos em seguida como as grandezas definidas anteriormente po-
dem ser obtidas por meio de técnicas matematicas matriciais. Esse modo de
tratar o que estdivamos chamando conjunto de dados é compacto e extrema-
mente &gil para computo e computacdo eletronica, e é uma oportunidade para
o uso e aplicagdo de elementos mateméticos que o estudante estd estudando.

2.6.1. Matriz de covariancia

Tanto a interdependéncia entre dois conjuntos {x;} e {y;} de N dados, quanto a
variabilidade de cada um dos conjuntos podem ser sintetizados por meio de
uma notagdo matricial, pela chamada matriz de covaridncia.

Inicialmente, definindo-se as matrizes de dados X = (x;) e Y = (y;), como
matrizes coluna Nx1 (N linhas e 1 coluna), a covaridncia pode ser escrita facil
e compactamente. Vejamos.

A média quadratica x2 do conjunto de dados {x;} é dada por:

X1
— 1 1 X2
2 — —yty —
x¢ = NX X_N(x1 Xy ... xN)
XN
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onde X' denota a matriz transposta de X.
Definindo-se a matriz dos desvios da média por

vi-7
Xy — X =
X =" e ov=|""7
xN—i yN—y

a covariancia Oxy=0yx pode ser escrita como:

1
Oxy = N (6X)t(5Y)
e as variancias como:

1 1
R =0u= OO0 e 0 = oy = EVEY

Assim, a matriz de covaridncia entre dois conjuntos de medidas das grandezas
x e y é definida pela matriz simétrica 2x2:

V:(Gxx ny)
Oyx  Oyy
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Além de possibilitar uma escrita mais sintética de uma grande quantidade
de dados, a grande vantagem da notacdo matricial é a de proporcionar facil-
mente a generalizacdo dos parametros estatisticos a varios conjuntos de dados.

Desse modo, se em vez de apenas dois conjuntos de N dados tivermos M
conjuntos {Zli}' {zzl.} ... {ZMi} associados ' as grandezas z1, 22 . . . Zy, O primeiro
passo é representar cada um dos conjuntos por matrizes colunas Z;, Z ... Zy,
onde

le 221 ZM1
4 ¥4) ZMm
2 2 2
Zi=| |, 4= Iy =
ZlN ZQN ZMN

Em seguida, pode-se definir uma matriz de covariancia, do tipo MxM, que
sintetize as relacdes de interdependéncia entre todos os pares das grandezas z:

Gzlzl 0Z1Z2 e Gzle

0Z2Z1 OZZZZ “e OZZZM
V= . A :

OZMZ1 OZMZZ ce OZMZM

17 Note-se que o primeiro indice estd enumerando agora a grandeza e o segundo indice estd
enumerando a medida dessa grandeza.
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onde cada elemento da matriz V, do tipo MxM, é dado por:

= 62)6Z)  ij=12..,M

GZiZ]
e
Zl'l Z__l
67, = Xiy ._Zi
Ziy ~Zi
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Exercicios

Exercicio 2.4. Na tabela abaixo estdo representadas as notas de Mecanica e de

Eletricidade de 12 alunos de uma turma.

Aluno 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11 12
Mecénica 22 48 76 10 22 4 68 44 10 76 14 56
Eletricidade | 63 39 61 30 51 44 74 78 55 58 41 69

Esboce o diagrama de dispersdo. Determine as médias e os desvios padrado
associados a cada disciplina, a covaridncia e o coeficiente de correlagdo entre

as notas.

Exercicio 2.5. Na tabela abaixo estdo representadas, em km/h, as velocidades
(v) e, em L, as correspondentes quantidades de gasolina (g) consumidas por
um mesmo carro em trechos de 100 km de uma estrada.

v |10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

140

g2 13 10 8

7 59 63 69 76 83

9

99 108 11,8

Esboce o diagrama de dispersdo. Determine a covaridncia e o coeficiente de
correlagdo entre a velocidade e o consumo.
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3. Estimativas e erros em medidas diretas

Presentes em qualquer processo de medigio, ou de determinagao do valor esperado
de uma grandeza associado a um fendmeno ou sistema fisico, os erros carac-
terizam as incertezas'® inevitaveis devidas ao caréter aleatério do processo ou
fendmeno envolvido, imperfei¢des instrumentais, procedimentos observacio-
nais, condi¢des ambientais ou hipéteses tedricas (modelos teéricos).

3.1. Valor esperado

A primeira questdo é: o que é valor esperado?

A determinacdo do comprimento de uma barra com uma régua é um pro-
cesso aleatério!? que poderia ser repetido indefinidamente, ao menos hipote-
ticamente. Desse modo, a distribuicdo das medidas seria continua e, o valor
esperado para o comprimento da barra, seria o valor médio (média) dessa

8 Quando se tratam de medidas, o termo “erro” ndo significa “engano” ou “descuido”. Se
pressupde que os instrumentos de medicdo foram cuidadosa e adequadamente montados, e que
os efeitos (sistemadticos e grosseiros) que ndo devem participar do processo foram eliminados
(minimizados).

19 Ha sempre a incerteza da colocagdo da régua e da leitura dos extremos que determinam o
comprimento, isso com temperatura controlada para que nao ocorram dilatagdes.
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distribuigdo hipotética.

O valor esperado de uma grandeza é um conceito hipotético.

Mesmo sendo hipotético, o valor esperado de uma grandeza pode ser es-
timado, a partir de um conjunto finito de medidas da grandeza, que constitui
uma amostra da populagio dos possiveis (infinitos) valores para essas medidas.

A segunda questdo é a incerteza, ou a certeza, que se estima para o valor
esperado.

O resultado da medigdo de uma grandeza (associado a uma unidade da
mesma) é composto de duas parcelas; uma estimativa para o seu valor esperado,
e outra, para o erro associado a essa estimativa.

A terceira questdo, conforme se verd, é o nivel de confianca com que se
estima a medida da grandeza estar no intervalo estimado, ou seja,
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ResuLTtaDO DA MEDIQ&O DE UMA GRANDEZA

estimativa do valor esperado + estimativa do erro
(e o correspondente nivel de confianca)

A quarta questdo é: como estimar cada um desses trés aspectos inerentes
ao processo de medigéo.

3.2. Estimativas do valor esperado

Medidas Diretas: valores resultantes de medi¢des de uma mesma grandeza,
realizadas por um mesmo experimentador, com o mesmo instrumento de
medigido e sob as mesmas” condigdes.

* Mesmo instrumento significa que o procedimento para coleta de dados é o mesmo (para
observadores experientes). No caso de medi¢des automadticas, significa que que seguem o
mesmo preparo e ajuste dos mesmos dispositivos.

Se amedigao de uma grandeza for realizada com instrumentos bem calibrados e
com procedimentos cuidadosos, uma hipdtese fundamental da teoria estatistica
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de erros é que, para um ntmero N (suficientemente grande) de medidas de uma
grandeza, a distribui¢do experimental de freqiiéncias dos dados (distribui¢ao
amostral) aproxima-se de uma distribuicdo tal que a sua média tende ao valor
esperado da grandeza.

A melhor estimativa para o valor esperado de uma grandeza x, a partir de uma
amostra {x;} de medidas diretas e cuidadosas, é a média x.

As conclusdes e os procedimentos para o tratamento estatistico de medidas
podem ser obtidos por um método geral da Estatistica, denominado Método da
Muxima Verossimilhanga, de Fisher (1922), a partir de algumas hipéteses sobre
as distribui¢des originais das medidas de grandezas fisicas [5, 13, 1, 11, 14, 2,

4 7 ]'

3.3. Tipos de erros

Uma vez estimado o valor esperado de uma grandeza, como quantificar as incer-
tezas associadas ao processo de medi¢do? Ou seja, como determinar os erros?

As incertezas decorrentes de um processo de medicao sdo classificadas, tra-
dicionalmente, como aleatérias (estatisticas) ou sistemdticas. Embora a disting¢do
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entre incerteza aleatdria e incerteza sistemdtica seja um tanto arbitraria, e até certo
ponto subjetiva, quando se trata com uma tinica bateria de medidas, a principal
caracteristica para diferenca-las é que as incertezas estatisticas podem ser redu-
zidas pelo aumento da amostra (i.e., pela repeti¢do de medic¢des), enquanto as
incertezas sistemdticas nao.

Efeito aditivo Um aspecto caracteristico da influéncia das incertezas sistemiti-
cas sobre as medidas de uma grandeza x é que um efeito aditivo (de uma parcela
a) desloca as medidas individuais (x;) e a média (x) desse valor, mas néo altera
a dispersao (oy) do conjunto de medidas,

X; — Xx;+a
X —>Xx +a
Ox > Ox

uma vez que o termo (x;—X)?> é um invariante para incertezas?’ sisteméticas
aditivas.

20 Incertezas sistematicas aditivas, em geral, derivam da falta de calibragdo adequada de um
instrumento ou de limita¢des ou vicios na leitura de uma escala, ou mesmo de ma montagem
e manuseio dos dispositivos experimentais. Na medi¢do do comprimento de uma barra com
uma régua, se forem feitas varias medidas com uma extremidades da régua fixa e deslocada de
0,3 mm, este erro sistematico estaria presente em todos os valores anotados.
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Efeito multiplicativo Se o aspecto caracteristico da influéncia das incertezas
sistemdticas sobre as medidas de uma grandeza x é um efeito multiplicativo (de
um fator c), tanto as medidas individuais (x;), quanto a média (x) e o desvio-
padrdo (o), serdo afetados da mesma maneira por esse fator,?!

Xi —> CX;

X —cx

ox V> |c| oy
Exatidao e precisao

Podem ser definidos os seguintes conceitos, relacionados a determinagdo
do valor esperado de uma grandeza:

2 Ainda na medida do comprimento de uma barra com uma régua, se a régua e a barra
formarem um angulo 6 em todas as medicdes, teremos o fator ¢ = cos 6 influenciando todas as
anotacoes.

Capa Voua  ANTERIOR  ProxMA  TetacHela  Pie. 57 Utima

SAR



e Exatiddo ou acuricia: conceito que caracteriza o afastamento entre uma
estimativa final e o valor esperado de uma grandeza; associado em geral
a efeitos sistemdticos aditivos, resultantes de imperfei¢des instrumentais,
observacionais ou tedricas, que provocam desvios regulares em todas as
medidas.

e Precisdo: conceito que caracteriza a dispersio das medidas de uma gran-
deza em torno da média; associada em geral a efeitos aleatérios, resultantes
de flutuagdes inevitdveis no processo de medicéo.

Aspectos extremos da dualidade exatiddo—precisdo estdo ilustrados sepa-
radamente na Fig. 4, onde as duas distribui¢des de freqiiéncias (a e b) foram
obtidas a partir de duas baterias de medidas de uma grandeza x, cujo valor
esperado x, é supostamente conhecido. Em 4, apesar de a média x se encontrar
mais préxima do valor esperado (maior exatiddo), a dispersdo em relacdo a
média é maior que em b, diz-se que houve uma maior ocorréncia de erros
aleatdrios, ou menor precisdo. Enquanto em b, apesar da maior precisdo, o
afastamento da média é maior que em 4, diz-se que houve uma maior ocorréncia
de erros sistematicos, ou menor exatidao.

Um outro exemplo, que ilustra claramente a distingdo entre incertezas ale-
atorias e sistematicas, pode ser visualizado a partir da analogia de um experi-
mento com uma sucessdo de tiros a um alvo (Fig. 5). Tiros certeiros (medidas
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Figura 4: Histogramas das medidas de uma grandeza (x) cujo valor esperado é
Xo;

a) o efeito de incertezas aleatdrias é produzir a dispersdo das medidas em torno
da média x;

b) o efeito de incertezas sisteméticas aditivas é desviar as medidas sem necessa-
riamente produzir dispersao.
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acuradas) sdo marcas (pontos) préximas ao centro do alvo. Erros aleatérios
(dispersdo dos pontos) sdo causados por condigdes ambientais ou descontrole
involuntério do atirador. Em duas situagdes, a e b, os erros aleatérios sdo “pe-
quenos” (maior precisio), enquanto em c e d sdo “grandes”. Quanto aos erros
sistemadticos, enquanto em a e ¢ sdo “pequenos” (maior exatiddo), em b e d sdo
“grandes”.

Esses exemplos, ilustram casos nos quais, além da precisdo, a exatiddo
(incertezas sistematicas) pode ser avaliada, uma vez que o alvo (valor esperado)
é conhecido a priori.

Entretanto, em um grande numero de experimentos, como na determinagao
de uma nova constante fisica, ou mesmo, simplesmente, de um valor particular
para uma grandeza como a massa de um corpo qualquer, ndo se conhece um
valor de referéncia. Nesses casos, a analogia com a sucessdo de tiros é ilustrada,
retirando-se o alvo (Fig. 6). Desse modo, pode-se apenas analisar a dispersao
dos tiros, e concluir que os erros aleatérios em a e b sdo menores do que em
c e d, mas ndo se pode indicar em qual das situagdes os erros sistematicos sdo
menores, ou os tiros foram mais certeiros. Esse é o cendrio para a maioria
dos experimentos, implicando que pelo exame das medidas pode-se estimar
facilmente or erros aleatdrios, mas ndo os sistematicos.

Apesar de o valor esperado de uma grandeza ser hipotético, as tabelas de

Capa Voua  ANTERIOR  ProxMA  TelacHela  Phe. 60 Utima

SAR



b)

d)

Figura 5: Tiro ao alvo.
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b)

d) .

Figura 6: Tiro ao alvo?
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constantes fisicas apresentam um valor de referéncia’’ para cada constante
fisica fundamental®®, tomado como valor esperado e que, geralmente, é um
valor tedrico adotado por convengao ou provém de um experimento padrédo o
qual se acredita mais acurado do que qualquer outro similar.

A simples diferenga, ou discrepancia, entre uma média experimental (x)
e um valor de referéncia (xyf), i.e., [X —Xyefl, Nd0 caracteriza a qualidade ou
a correcdo do resultado de um experimento. A andlise dessa discrepancia,
ou da compatibilidade desse valor de referéncia com os dados, baseia-se na
avaliagdo, tanto das incertezas estatisticas, quanto das sistematicas associadas
a medigdo ou experimento (§3.10.1).

Nao obstante o amplo uso de técnicas estatisticas aplicadas a dados de me-
didas por vérios ramos de aplicagdo, com interesses cientifico, técnico, indus-
trial, médico, econdmico, militar, etc., a distingao e a determinacao de incertezas
aleatorias e incertezas sistemdticas é muito sutil e complexa; somente com um pro-
fundo conhecimento de como os dados sido obtidos (técnicas de laboratdrio),
vivéncia, intui¢do e habilidade é possivel a extragdo e a apresentacdo de um
valor numérico que melhor represente ou estime o valor esperado para uma
grandeza associada a um fendmeno ou sistema fisico e o correspondente erro
associado.

22 Por exemplo, o valor da velocidade da luz no vicuo ou da carga do elétron.
2 www.physics.nist.gov/constants.
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Sendo essas técnicas estatisticas empregadas em véarios ramos de conhe-
cimento, para varios objetos de interesse, com vdrias técnicas de abordagem,
vérios “dialetos” eram empregados em ramos distintos, ou mesmo por grupos
distintos de um mesmo ramo. Assim, aconteciam situagdes em que um grupo
podia interpretar erroneamente resultados divulgados por outros grupos, fato
sempre agravado pelas formas ndo-normatizadas de como se classificavam e
se tratavam as incertezas. Os grupos usavam a sua maneira a “classificacdo
ortodoxa das incertezas”, conforme as denominamos hoje.

Para contornar as limita¢des e incongruéncias da classificagdo ortodoxa de
incertezas, enquadradas como aleatérias ou sisteméticas, o Bureau International
des Poids et Mesures (BIPM), reuniu as mais representativas institui¢des nor-
mativas internacionais para recomendar a normatizagdo aplicavel, desde 1993
[19, 3, 20], a todos 0s ramos de conhecimento que se utilizam de técnicas esta-
tisticas. Essa normatizagdo recomenda que as incertezas sejam simplesmente
classificadas como aquelas cujas estimativas sdo avaliadas por métodos estatisti-
cos (incertezas do tipo A) e aquelas avaliadas por outros métodos (incertezas do
tipo B).
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3.4. Avalia¢do de erros associados a
incertezas do Tipo A

As estimativas de erros por métodos estatisticos, a partir de uma amostra de
medidas diretas de uma grandeza, baseia-se na hipétese ou constatacdo que,
quando o nimero de medidas cresce progressivamente, a distribuigdo de fre-
qliéncias dessas medidas tende a chamada distribui¢do normal (Fig.7) ou
distribuicdo de Gauss, ou ainda distribui¢ao gaussiana (Apéndice A).

A pressuposigao dessa hipétese, conhecida por lei dos erros, foi expressa
por Poincaré [23, 8] como: “Todos acreditam na lei dos erros; o experimentador
porque pensa que é uma lei matemdtica, e o matemdtico porque pensa que é um fato
experimental.”

Com base na lei dos erros, a caracteristica fundamental de um conjunto {x;}
de N medidas de uma grandeza x que se distribuem normalmente com média
X e desvio-padrao o, é que:
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X X

Figura 7: Distribuigdo das medidas de uma grandeza (x) e a distribuigdao gaussiana
limite (curva continua).
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e 68,3% das medidas estdo entre x—1o0, e x+10y
e 955% das medidas estdo entre x—20, e x+20,

e 99,7% das medidas estdo entre x—30, e x+30,

3.4.1. Erro em medidas individuais

Uma vez que o desvio-padrio descreve a dispersdo das medidas individuais
em torno da média, se caracterizdssemos o resultado da medi¢do por uma
das medidas da amostra, o desvio-padrao fixaria um intervalo de variagido ou
incerteza para essa medida escolhida. Desse modo, esse pardmetro de dispersao
é interpretado como uma estimativa para o erro associado a cada medida, ou seja:

Uma estimativa para o erro em cada medida, a partir de uma amostra {x;} de
medidas diretas de uma grandeza x, é o desvio-padrio (oy).
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3.4.2. Erro da média

Outra questdo pode ser levantada: qual o erro associado a estimativa do valor
esperado? Ou seja, qual o chamado erro da média?

Ao se repetir vérias vezes o processo de medigdo, obtendo-se vérias amos-
tras de N medidas de uma grandeza x, resultam vérias distribui¢des amostrais
(Fig. 8) com médias distintas, mas bem préximas e praticamente com o mesmo
desvio-padrao o,. Fazendo-se a distribuicdo das varias médias amostrais (x)
resulta também em uma distribuigdo normal cuja dispersao é caracterizada por
um desvio-padrdao muito menor dado por 0_=0x/ VN (Sec. 4.2). Essa é uma

l,24

boa estimativa para o erro associado a cada média amostral,” ou seja:

2 Apesar de praticamente constante, a distribuigdo dos desvios padrdo amostrais mostra que
a estimativa da incerteza da estimativa do erro em cada medida, ou seja o erro do erro, é dada

por 0./ V2N e, portanto, o chamado erro do erro da média é dado por o / V2N.
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Uma estimativa para o erro na estimativa do valor esperado, ou seja, para o
erro da média, a partir de um conjunto de N medidas diretas {x1, x2, x3 ... xn}
de uma grandeza x, com desvio-padrao oy, é dada por

Ox
o_ =

W

A reducdo da incerteza ao estimarmos o valor esperado pela média pode
ser observada na distribuigdo das médias amostrais (Fig. 9).

Pode-se argumentar que ao se aumentar o nimero (N) de medidas, ou
seja, o tamanho da amostra de dados, para um valor arbitrariamente grande
(N — o0), pode-se reduzir a incerteza na estimativa do valor esperado a niveis
arbitrariamente pequenos,ou seja, reduzir o erro da média. Entretanto, a partir
de um certo valor, incertezas sistematicas, associadas ao método de medigdo ou
aoinstrumento utilizado, passam a ser dominantes e a determinar a distribuicao
de valores das medidas. A partir dai, qualquer esfor¢o na tentativa de reducao
dos erros aleatérios pela repetigdo é estéril. Ou seja, existe um compromisso
entre o nimero adequado de medidas e os erros sisteméticos.
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Figura 9: Distribuicdo das médias amostrais das medidas de uma grandeza x.
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3.4.3. Pequenas amostras

Em diversas situagdes, o conjunto de medidas obtido em uma medi¢do ndo
constitui uma amostra suficientemente ampla para que o desvio-padrdo da
amostra seja uma boa estimativa do desvio-padrdo da populagao.

Nesses casos, a melhor estimativa para o erro em cada medida, a partir de uma
amostra de N medidas de uma grandeza x, é dada por®

~ \/(x1—§)2+(x2—z)2+...+(xN—x)2 ~
S = N-1 -

Desse modo, o resultado da medi¢do de uma grandeza pode ser enunciado
como:

% Nesse sentido, s, é chamado de desvio-padriio experimental [4]. Em geral, tanto para pe-
quenas quanto para grandes amostras, a estimativa do erro em cada medida é representada
simplesmente pelo desvio-padrao o.
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A melhor estimativa para o resultado da medicdo de uma grandeza x, extraido
de uma amostra de N medidas diretas, {x1,x> ...xn}, é

X + o

(média das medidas)

(erro da média), onde

(erro em cada medida)

A razdo o_/[x|, a qual caracteriza a precisdo de um resultado (ndo-nulo)
é uma indicagdo da qualidade de uma medigdo, chamada erro relativo, que
usualmente é expresso em termos percentuais.

Em geral, erros relativos em medidas diretas da ordem de 10 % sdo carac-
teristicos de experimentos ndo cuidadosos, enquanto erros relativos da ordem
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de 1% ou 2% caracterizam os resultados de experimentos realizados em la-
boratérios de ensino. Entretanto, hd na histéria da Fisica varios exemplos de
resultados com erros relativos da ordem de 10% ou maiores, que foram im-
portantes para o seu desenvolvimento. O que nos anima a dizer que, mesmo
num laboratério de ensino, com equipamentos com pouca resolu¢do ou nao
devidamente calibrados, muito pode ser aprendido.

3.5. Nivel de confianca

Qual o significado estatistico de melhor estimativa?

Do ponto de vista estatistico, o erro associado a uma estimativa define
um intervalo de variacdo ou de incerteza ao qual se pode atribuir um nivel
probabilistico de confianca.

Considerar que as medidas de uma grandeza x se distribuem normalmente
e caracterizar por o_ o erro na estimativa x, para o valor esperado da grandeza,
significa que o nivel de confianga®® de que o intervalo (x—0_, Xx+0_) contenha o

valor esperado para a grandeza é de 68,3 %, ou que esse intervalo de confianga é
de 68,3 %.

26 Em inglés: confidence level (CL). Os estatisticos preferem caracterizar as incertezas por intervalos
de confianga, ao contrario dos fisicos, que preferem caracteriza-las como erros.
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A Tab. 10 mostra alguns intervalos de confianga tipicos para uma grandeza
x, cujas medidas sdo distribuidas normalmente, e os correspondentes niveis de

confianga.
INTERVALO DE CONFIANGA NIveL DE
ConrFianca (crL)
(x-0,670_, x+0,670.) 50,0 %
(x—1,00 o, x+1,00 G_) 68,3 %
(x—1,65 o, x+ 1,65 af) 90,0 %
(x-190_, x+1960.) 95,0 %
(x-2,000_, x+2,000.) 95,5%
(x-3,000-, x+3,000.) 99,7 %

Tabela 10: Intervalos de confianga tipicos e os correspondentes niveis de
confianga.

Assim, pode-se sintetizar a estimativa, por um intervalo de confianca, do
resultado da medicdo direta de uma grandeza como:
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A partir de uma amostra {x, x7 . .. xn} de N medidas, diretas e independentes,
de uma grandeza x, o nivel de confianca de que o intervalo (%—af, E+af)
contenha o valor esperado de x é da ordem de 68 %,

=

1 &
onde EZN;XZ- e o_ =

3.5.1. Graus de liberdade

O ntimero de termos utilizados no calculo de uma estimativa de incerteza do
tipo A é igual ao nimero N de medidas da amostra. Entretanto, nesse calculo
utiliza-se a média, a qual deriva de uma relagdo que envolve todas as N medidas
e, portanto, o niimero v de termos independentes reduz-se a N—1.Esse ntimero
é chamado ntimero de graus de liberdade da distribui¢do de dados.

Estudando com mais detalhe a distribui¢do de dados para pequenas amos-
tras, Gosset (1908) determinou que eles ndo obedeciam a distribuigdo de Gauss
e sim, a uma outra, doravante chamada distribui¢do de Student [16]. Essa
distribui¢do ndo tem o cardter universal da distribuicdo gaussiana, pois de-
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pende do ntiimero (N) de medidas ou, explicitamente, do ntiimero (v) de graus
de liberdade.

Assim, para se determinar os niveis de confianga associados a pequenas amostras
pode-se utilizar a Tab. 11, baseada na distribui¢do de Student [23, 5, 13,1, 11, 14].
Os nimeros nas colunas abaixo dos niveis de confianca, chamados t de Student,
sdo os fatores pelos quais se deve multiplicar o erro da média para se obter o intervalo
de confianga correspondente ao nivel de confianga desejado e ao niimero de graus de
liberdade associado a distribuicdo de dados.

3.6. Avalia¢do de erros associados a
incertezas do Tipo B

Em alguns casos, o valor de uma grandeza ndo é estimado a partir de observa-
¢des repetidas e diretas da grandeza.

Por exemplo, se as flutua¢des das medidas sdo menores que a sensibilidade
(F.2) do instrumento de medicao utilizado, os erros aleatérios serdao menores
que os erros instrumentais resultantes. Nesses casos, o ideal seria a utilizagdo
de um instrumento com melhor sensibilidade. Mas, em diversos experimentos,
como os realizados em laboratérios de Escolas ou de Universidades, isso néo é
possivel e nem factivel.
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Numero (N) Numero (v) de Nivel de confianga

de medidas | graus de liberdade | 68,3% | 95,0% | 99,0%
2 1 1,84 12,71 | 63,66
3 2 1,32 4,30 9,92
4 3 1,20 3,18 5,84
5 4 1,14 2,78 4,60
6 5 1,11 2,57 4,03
7 6 1,09 2,45 3,71
8 7 1,08 2,36 3,50
9 8 1,07 2,31 3,36
10 9 1,06 2,26 3,25
15 14 1,04 2,14 2,98
20 19 1,03 2,09 2,86
26 25 1,02 2,06 2,79
o 00 1,00 1,96 2,58

Tabela 11: Relagdo entre nimeros de medidas, graus de liberdade e niveis de confi-
anga, associados a distribui¢do de Student.
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O resultado da leitura de uma medicado deve incluir todos os digitos que o
instrumento de medicdo permite ler diretamente mais um digito que deve
ser estimado pelo observador.

O efeito de uma limitagdo instrumental pode ser avaliado a partir de um
caso extremo, no qual o resultado é dado por uma tinica medida. Como
caracterizar o resultado devido a uma tnica medida? Qual o nivel de confianga
que se deve atribuir a esse resultado?

A avaliagdo do erro associado a incertezas do tipo B é baseada em toda informagao
disponivel sobre a variabilidade da estimativa do valor esperado, como proprie-
dades dos materiais envolvidos ou especificagdes do fabricante do instrumento
utilizado. O procedimento, de certo modo semelhante a avaliagdo dos erros
associados a incertezas do tipo A, consiste em admitir que os valores possiveis
para as medidas, devido a incertezas do tipo B, obedecem a uma distribui¢ao
hipotética?’, de acordo com o conhecimento e informagéo disponiveis sobre a
variabilidade das medidas.

27 Em geral, a propria gaussiana, e, em alguns outros casos, a distribui¢do uniforme ou a
distribuigdo triangular.
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3.6.1. Instrumentos analégicos

Por exemplo, em instrumentos ou aparelhos de leitura direta em escala, tais
como uma régua metalica, multimetros, crondmetros, termdmetros ou oscilos-
copios analdgicos, existe uma resolugao (Ap. F.2) ou limite de erro admissivel
(L) para leitura, que é igual ao valor nominal da menor divisdo de escala do
instrumento.

Para instrumentos elétricos, como por exemplo multimetros e osciloscopi-
o0s, além da leitura, a resolucdo depende também da sensibilidade do aparelho
com relacdo as variagdes de tensdo ou corrente. Desse modo, a menor divisdo
de escala s6 é adotada como limite de erro, se a sensibilidade for menor do que
a menor divisao.

No caso de crondmetros, acionados manualmente, a resolugdo depende
também do intervalo de tempo entre um estimulo sensorial e o acionamento
do aparelho, ou seja, do tempo de reagio humano, que é da ordem de 0,15/

E claro que a leitura em escala depende também da resolucdo do olho
humano, que é a capacidade de distinguir dois pontos afastados. Essa resolucao
é caracterizada pelo dangulo minimo subtendido pelo olho tal que a distin¢do
seja possivel. Esse angulo, segundo o critério de Rayleigh para a difragdo da luz,
é da ordem de 0,008° ou 0,00014 rad, significando uma resolugdo de 0,028 mm
a uma distancia de 20 cm.
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Assim, para casos dominados pela simples leitura em uma escala, depen-
dendo da dimensdio real da menor divisio, se da ordem de milimetro ou centimetro,
o limite de erro (resolucdo) define um intervalo de confianga de 20 (95 %) ou
de 30 (100 %).

Se a menor divisdo da escala, i.e., 0 comprimento de uma divisdo de escala
do instrumento (Ap. F.2) for, por exemplo, da ordem de 1cm, pode-se imagi-
nar que, se o numero de medidas fosse “grande”, elas estariam distribuidas
normalmente, de tal modo que 100 % delas estariam flutuando em torno da média
com amplitude igual ao limite de erro. Nesse caso, o limite de erro define
um intervalo de confianca de 30, correspondente a um nivel de confianga de
praticamente 100 %.

Usualmente se caracteriza o erro associado a uma tinica medida (x) de uma
grandeza, por um instrumento de leitura em escala, de acordo com a geometria
apresentada pela escala.

e Se a menor divisdo geométrica da escala for da ordem de 1cm, caracte-
riza-se o erro associado a uma tinica medida por 1/3 da resolugdo L, ou
seja, expressa-se o resultado por?®

x+L/3

28 Para uma escala de tensdes elétricas se, por exemplo, L = 1mV, o resultado é expresso
como: (valor lido +0,3) mV.
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e Se a menor divisdo geométrica da escala for da ordem de 1 mm, néao se
pode garantir um nivel de confianga de 100 % ao intervalo determinado
pelo limite de erro; nesses casos, o melhor é admitir simplesmente um
nivel de confianga de 95%, ou seja, um intervalo de confianga de 20, e
expressar o erro associado a uma tinica medida (x) de uma grandeza por
metade da resolugdo L, ou seja, expressa-se o resultado por

x+L/2

Essas estimativas estdo associadas a intervalos de confianga da ordem de
68 %, e esses erros manifestam-se como efeitos sistemdticos quando se efetua
uma série de medidas de uma grandeza com um instrumento de leitura direta
em escala.

Em geral, medidas resultantes de leitura em escala direta que ndo depen-
dem da reagdo do observador sdo dominadas pela resolugdo do instrumento
(quando esta é suficientemente pequena, como em escalas em milimetro) e
basta que se efetue de maneira cuidadosa apenas uma leitura para a estimativa
do valor da grandeza.

Por outro lado, se a leitura da medida de uma grandeza depender da
reacdo do observador e a resolucdo for muito menor que essa reagao, o melhor
é realizar vérias leituras, nas quais o tempo de observagdo seja muito maior
que o de reagdo, para se diminuir a incerteza. Por exemplo, no caso da medigao
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do periodo de um péndulo por um cronémetro de resolucdo da ordem de
centésimo de segundo; nesse caso, pode-se medir varias vezes o intervalo de
tempo correspondente a dezenas ou centenas de periodos, o valor esperado
para o periodo do péndulo é estimado pelo valor médio dos periodos e a
incerteza como do tipo A pelo desvio-padrao.

3.6.2. Instrumentos digitais

No caso de instrumentos digitais, ndo ha erros devido a leitura, mas podem
ocorrer flutuagdes no tltimo algarismo (X) mostrado. Em geral, adota-se como
limite de erro (L¢), com nivel de confianca de 100 %, a média entre os algarismos
flutuantes maximos e minimos, ou seja,

Xméx + Xmin
2
e, como erro, que define um intervalo de confianca da ordem de 68 %, o valor
L¢/3.
Mesmo nos casos nos quais ndo hé flutuag¢des no tltimo algarismo do mos-
trador, o fabricante do instrumento fornece um erro instrumental (L;) como?’

L¢=

L; = a% (leitura) + b digito (altimo algarismo)

% Sem manual, o melhor é admitir a flutuagdo de um digito na tltima casa decimal.
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Em geral, ndo se pode atribuir um nivel de confianca de 100% a essa es-
timativa e, usualmente, atribui-se um nivel de confianca de 95%, ou seja, um
erro, que define um intervalo de confianga da ordem de 68 %, igual a L;/2.

Assim, se uma medida, com um instrumento digital de leitura direta, est4
afetada pelos dois tipos de erro, o erro final devido aos dois fatores, associado
a um intervalo de confianga da ordem de 68 %, podera ser expresso por

0 = V(Le/3) + (Li/2?
Duas boas referéncias para discussdes sobre estimativas de erros em instru-
mentos de leitura direta sdo de J. H. Vuolo [19] e ]J. R. Taylor [17].
3.7. Erro padrao

Uma vez determinados os erros dos tipo A e B, 04 e 0, cada qual com nivel
de confianca da ordem de 68 %, o chamado erro padrio da estimativa do valor
esperado de uma grandeza pode ser expresso pela combina¢do em quadratura,

ou seja 0> = Oi + 0123

segundo a recomendagdo do BIPM [3].
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Quando as medi¢des sdo realizadas com o méximo cuidado por pessoal,
processo e métodos qualificados, de modo que se conseguem identificar di-
versos componentes de incertezas (erros), é preferivel reporta-los separada e
explicitamente, de forma que quem a utilize possa levéa-la a sua conveniéncia
de uso, compondo-as adequadamente, inclusive para o computo de um valor
de referéncia. Desse modo reporta-se o valor mais provavel e (mais ou menos)
cada componente de incerteza com nivel de confianca de 68 %, isto é

X+0,+0

A B

ou

X £ Osijst £ Oestat

do que se pode tirar erro combinado com nivel de confianca, por exemplo, de

95 %:
—n [52 2
u=2 gy + 05

com o mesmo nivel de confianca.
Do ponto de vista prético, dois procedimentos sdo utilizados em experi-
mentos realizados em laboratoérios de ensino:
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e as incertezas do tipo B (principalmente instrumentais) sdo dominantes e
a estimativa para o valor de uma grandeza se da a partir de uma tnica
medida;

e as incertezas do tipo A (aleatérias) sdo avaliadas e efeitos sistematicos
sdo procurados apenas quando houver discrepancias significativas.

Ou seja, de modo mais realistico, apenas quando houver uma discrepanci-
a significativa entre uma estimativa e o valor de referéncia, ou entre duas
estimativas distintas, procura-se por possiveis efeitos sistematicos que causam
(ou causaram) tal discrepancia.

3.8. Algarismos significativos,
arredondamento e
modos de expressar medidas

Um aspecto pratico na apresentacdo de um resultado numérico é a determina-
cdo do ntimero de algarismos necessarios, ou de algarismos significativos® para
expressé-lo.

30 Algarismos como os zeros a esquerda de um ntimero distinto de zero, que podem ser
suprimidos por uma mudanga de unidades, ndo sao significativos.
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Os algarismos significativos indicam a precisdo de uma estimativa, rigoro-
samente devem ser determinados pelo erro associado a estimativa®!, i.e., so-
mente ap6s o calculo do erro padrdo é possivel estimar o nimero de algarismos
com que um resultado deve ser expresso.

Em geral, expressa-se o proprio erro padrdo por um tinico algarismo signi-
ficativo e a estimativa do valor da grandeza até o tltimo algarismo correspon-
dente ao erro®. Por exemplo, se a média obtida a partir de um conjunto de
medidas é x=73,64 cm e o erro é 03 =0,2 cm, o resultado final deve ser expresso

por:
(73,6 £ 0,2) cm

ou seja, com trés algarismos significativos.
Uma outra forma de expressar esse resultado é por

73,6(2) cm

Quando digitos sdo retirados de um ntimero, o tltimo algarismo significa-
tivo restante deve ser arredondado. A regra pratica para o arredondamento é

31 Cujo nimero de algarismos a ser expresso, por sua vez, para incertezas tipo A, é determinado
pelo erro do erro da média.

32 Entretanto, se o primeiro algarismo (ndo-nulo) do erro for 1, 2 ou 3, pode-se expressar o
erro da média com 2 algarismos significativos.
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truncar o nimero até a posicdo desejada, colocar um ponto decimal em frente
dos algarismos retirados, e avaliar a fragdo resultante:

1. Se a fragdo for maior que 1/2, o dltimo algarismo significativo restante
é incrementado de um digito.

2. Se a fragdo for menor que 1/2, ndo hd incremento.

3. Se a fracdo for igual a 1/2, o dltimo algarismo restante é incrementado
apenas se o pentltimo algarismo restante for” impar.

? Ou se for par, mas a adogdo da convengdo desse item deve ser respeitada em todo
procedimento de avaliacdo e arredondamento do processo em questao.

3.9. Operacao com medidas sem indicagdo explicita do erro

Uma vez que a andlise de erros pode exigir um grande esfor¢o de célculo e,
portanto, um longo periodo de tempo para a sua realizagdo, freqlientemente,
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na pratica de laboratdrio, a andlise é adiada para uma ocasido mais propicia, e,
para isso, utilizamos algumas regras que permitem a realizagdo de opera¢oes
rédpidas com medidas.

Em alguns casos, a prépria incerteza ndo esté explicita, e essas convengoes
podem ser utilizadas para resolver o problema.

Para estabelecer essas regras pode-se adotar como incerteza de uma medida
a variagdo de um digito em seu tltimo algarismo significativo.

Por exemplo, a operagdo 0,91x1,23 poderia resultarem 1,1 ou1,1193 ou 1,12.
O resultado 1,1 acentua demais o erro devido ao arredondamento pois, cada
um dos fatores sdo conhecidos com incerteza méxima de cerca de 1 %, enquanto
aoresultado é atribuida uma incerteza maxima de cerca de 10%. O valor 1,1193
é de uma pretensa exatidao absurda, pois nem todos os niimeros sdo realmente
significativos. O melhor valor, que mantém a margem de incerteza em 1% para
o resultado, é 1,12.

Assim, como regra prética:

¢ na multiplicacdo ou divisdo, cada fator pode ser aproximado para ter a
mesma precisdo que a do fator menos preciso. Por exemplo,

28%x294=28232=82
5,3 = 748 = 0,007088 = 0,0071
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e na adi¢do ou subtragdo, como os maiores valores dominam o erro total,
o resultado em geral contém, na parte inteira, o mesmo niimero de alga-
rismos significativos que a maior parcela e, na parte decimal, 0 mesmo
numero de algarismos significativos que a parcela com menor parte de-
cimal. Por exemplo,

28,5 7146
+1,87 -12,8
30,37 — 30,4 7133,2 — 7133

3.10. Compatibilidade e discrepancia
3.10.1. Comparagio entre uma estimativa e um valor de referéncia

Para se avaliar a compatibilidade entre uma estimativa x do valor de uma gran-
deza x e um valor de referéncia x,¢;, deve-se comparar a discrepdncia [x — Xyef| com
o erro padrdo oy da estimativa.

De acordo com a lei dos erros, a expectativa de ocorréncia de discrepancias
maiores que o erro padrao é cerca de 32 %.

Devido a essa expectativa, relativamente alta, ndo se pode dizer que uma
discrepancia ligeiramente maior que o erro-padrdo nado é aceitavel, ou que é
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significativa. O que se pode dizer é que a estimativa ndo é compativel com o
valor de referéncia ao nivel de confianca de cerca de 68 %.

Por outro lado, uma discrepancia maior que 30_, com expectativa de cerca
de 1%, é muito pouco provavel e, assim, a estimativa deve ser rejeitada.

A fronteira entre a compatibilidade e a incompatibilidade, ou entre a rejei¢do
e ndo-rejeicdo depende de um compromisso que, como pratica comum, para
a maioria dos pesquisadores, estabelece que qualquer discrepancia maior do
que 3o_ € inaceitdvel e qualificada como estatisticamente significativa.

Se a discrepancia cai na regido entre 205 e 3(;}, ela é referida, simplesmente,
como discrepancia significativa, o experimento é dito inconclusivo e deve, se
possivel, ser repetido com novas técnicas ou maiores cuidados com as medidas.

Assim, como regra usual,

Se a discrepancia entre uma estimativa x e valor de referéncia x,.f de uma
grandeza x € menor que 20_, ou seja

|§ - xrefl < 20;

aceita-se a compatibilidade da estimativa com o valor de referéncia.
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Mesmo baseando-se em métodos estatisticos e probabilisticos, os critérios
de decisdo ndo garantem se uma discrepancia é fortuita, ou se reflete uma
incompatibilidade da estimativa com o valor de referéncia.

Ao se aceitar a compatibilidade admite-se que a discrepancia é casual e,
devido a essa decisdo, pode-se perder a chance de se estabelecer ou perceber a
ocorréncia de um fato ou efeito novo responsavel pela diferenca. Em linguagem
estatistica, diz-se que poderia haver um®® erro do Tipo II. Por outro lado, ao ndo
se aceitar a compatibilidade, admitindo que a discrepancia nao foi casual, mas
devido a uma causa desconhecida, corre-se o risco de se anunciar uma falsa
descoberta, ou de se cometer um erro do Tipo I. De modo geral, a ocorréncia de
um erro do Tipo II é preferivel a de Tipo I.

3.10.2. Comparagio entre duas estimativas de um valor esperado

O mesmo procedimento pode ser utilizado para compararmos duas estimativas
X1 e X2 do valor de uma mesma grandeza x, caracterizadas pelos erros padroes

O- €0- .
X1 X2

$3Observagdo, ndo ha relagdo com erro tipo A ou B.
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e Se os intervalos de confianga de 68 % das estimativas interceptam-se, a
compatibilidade esta assegurada.

e Se os intervalos sdo disjuntos, aumenta-se o nivel de confianga até que
haja a interseccéo.

e Intersec¢des até o nivel de 95%, ou 20, sdo julgadas aceitdveis e acima
de 30 inaceitédveis.

De maneira mais rigorosa, pode-se tentar a compatibilidade com o zero, ou
seja, compara-se a discrepancia [x; — X2| entre as estimativas com o valor zero,

com erro dado pela composi¢do 6= _[02 + 02 .
251 X2

Outros aspectos interessantes sobre a compatibilidade entre estimativas,
baseados na teoria de probabilidades, sdo discutidos em Macedo [11] e Tay-
lor [17].
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Exemplo de comparacgdo entre resultados

Suponha que a densidade do ferro (Fe), cujo valor de referéncia é pyf =
7,86¢g/ cm?, tenha sido estimada, com nivel de confianca de 68 %, como p; =
(8,1£0,2) g/cm>.

p (gfom”?) |
8,6
8,4.
0,2
8,2, X T
60 68% (CL)
1 4

78 ref

7,61

Figura 10: pre=7,86 g/cm® e p; =(8,1£0,2) g/cm® com nivel
de confianga (CL) de 68 %.

A discrepancia|p1—prefl =18,1-7,86| =0,24, da ordem de 10 ndo é significativa
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e, portanto, a estimativa é compativel com esse valor de referéncia (Fig. 10).
Se pp=(8,4+0,1)g/cm? é a estimativa de um segundo experimento, também

com nivel de confianga de 60%, ao se comparar com o valor de referéncia,

constata-se que esse resultado ndo é compativel ao nivel de 95% (Fig. 11).

p(glem?) |

8.6 0,1

' T
8,4, \{ 68% (CL)
0

8,21

8,01

78 ref

7,61
Figura 11: p.s=7,86g/cm> e p, = (8,4+0,1) g/cm? com nivel
de confianga (CL) de 68 %.

Entretanto, as duas estimativas p; e p, sdo compativeis entre si, uma vez
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que a compatibilidade com o zero é verificada (Fig. 12).

lp1 — p2|=181-8,4/=03 e o= ,/a% + agz 0,12+ 0,22~0,2
Por outro lado, calculando-se os erros relativos das duas estimativas,
=002 e ¢ =001

constata-se que o resultado do segundo experimento é mais preciso que o do
primeiro.

p —p,(g/em?) 7
! 08 |
06 |
04 |
T
0,2 | 16 20
R
0!0 +— Zero
-0,2 |

Figura 12: p; = (8,1£0,2) g/cm® e p, = (8,4+0,1) g/cm? (com-
paragdo com o zero).
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Na falta de maiores informagdes sobre os procedimentos experimentais e as
andlises de erros, uma conclusdo acerca da discrepancia significativa do resul-
tado p2 = (8,4+0,1)g/ cm?® com o valor de referéncia Pref = 7,868/ cm?® é que,
provavelmente, algum efeito sistematico ndo identificado ocorreu durante as
medigoOes realizadas no experimento.
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Exercicios

Exercicio 3.1. De um conjunto de medidas de uma grandeza, a média e o
desvio-padrao sdo, respectivamente, 23 e 1. Que fragdes percentuais de leitura
espera-se nos seguintes intervalos:

a) (22,24)
b) (21,23)
o) (24,25).

Exercicio 3.2. O conjunto abaixo representa 5 medidas da aceleragdo da gravi-
dade g (m/s?).
{99;96;95;97;98)

Qual a melhor estimativa e a respectiva incerteza para o valor esperado?

Exercicio 3.3. O conjunto abaixo representa 5 medidas da carga do elétron (e),
em multiplos de 107 C.

{1,5; 1,7:1,8; 1,4; 1,6}

Qual a melhor estimativa e a respectiva incerteza para o valor esperado?
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Exercicio 3.4. Apés determinar a velocidade do som em vadrias baterias de
medidas, a dispersdo em cada uma das baterias, caracterizada pelo desvio-
padréo, foi da ordem de 0, =10m/s. Quantas medidas sdo necessérias, numa
bateria, para que a incerteza na estimativa seja da ordem de 3m/s?

Exercicio 3.5. Dois experimentos em Fisica de Altas Energias divulgam a desco-
berta de uma nova particula. As massas apresentadas, com nivel de confianga
de 68 %, sdo:

my = (7,8 +0,2) x 107 kg
my = (7,0 +0,3) x 107 kg

Podem esses valores representarem a massa de uma mesma particula? (argu-
mente estatisticamente)

Exercicio 3.6. As medidas da densidade de um liquido (kg/m?) sao:
{1,8;20;20;19; 18
a) Qual a melhor estimativa para a densidade do liquido?

b) Se 1,85kg/m? é o valor de referéncia para a densidade do liquido, analise
a discrepancia entre a melhor estimativa e esse valor de referéncia.

Capa  Voua  ANTERIOR  PROxIMA  TelacHEA  Pie. 99  Uwrima  Sar



Exercicio 3.7. Trés grupos de estudantes determinam a carga do elétron, com
nivel de confianca de 68 %, como

e1 = (1,72 +0,04) x 107 C
e = (1,75 +0,07) x 107 C
e3 = (1,62 +0,04) x 1079 C

Se o valor de referéncia para a carga do elétron é 1,60 x 107 C, quais das
estimativas sdo satisfatérias?

Exercicio 3.8. Ao se estudar uma reagdo nuclear, resulta que as energias e os
respectivos erros padrdes, no inicio (E;) e ao final (E¢) do processo, sdo:

E;=75+3MeV e E;=60+9MeV
A discrepancia é significativa?

Exercicio 3.9. Um estudante apresenta como estimativa da acelera¢do gravi-
dade o resultado (9,5+0,1) m/ s2. Se o valor de referéncia é 9,81 m/s?, analise
esse resultado (estatisticamente).
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4. Estimativas e erros em medidas indiretas

Outra espécie de problema de estimagdo do valor esperado de uma grandeza
envolve as chamadas medidas indiretas, ou seja, experimentos nos quais as
medidas de uma grandeza ndo sdo obtidas diretamente de uma escala ou
por comparagdo. O caso mais simples é aquele no qual a estimativa para o
valor esperado é determinada a partir das medidas diretas de uma ou mais
grandezas, por uma expressdo conhecida a priori**. Nesse caso, o problema da
estimativa do valor esperado e sua incerteza é chamado de propagacio de erros.

Uma variante desse problema é aquela na qual duas grandezas x e y foram
diretamente mensuradas, em um amplo dominio de variagdo, e resultaram
numa amostra de N pares (x;, y;) de medidas, podem ser relacionadas por uma
forma funcional, conhecida a priori ou postulada,

y=f(xa,az...a)

onde osa; sdo p parametros, que fixam a dependéncia entre as grandezas direta-
mente medidas, e alguns dos quais podem ser estimativas de valores esperados
de outras grandezas.”® O problema consiste na determinagdo dos parametros

3 Por uma expresséo de definigdo ou por uma férmula obtida por meio de uma teoria.
% Por exemplo, se a relacdo funcional entre as grandezas x e y for y = ax + b, teremos
f(x;a,b) =ax +b,sendop=2,a1=aea,=b.
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a;j de modo que os valores de y dados pela expressao analitica, f(x;;a1,az...4ap),
aproximem-se das medidas y;, dentro de certos critérios estatisticos. Essa classe
de problemas é denominada de ajuste de fungoes.

4.1. Propagacao de erros

Em muitas situagdes, a determinagdo de uma grandeza z se d por um processo
indireto, a partir, por exemplo, de um conjunto {x;, y;} de N medidas diretas de
duas grandezas x e y, por uma expressao do tipo z= f(x, y).

4.1.1. Medidas indiretas envolvendo adi¢ao

O caso mais simples é aquele no qual a expressdo envolve apenas a adigdo ou
subtragdo das grandezas,

z=x+y ou z=Xx-Y

Nesse caso, se X e § sdo as médias das medidas e g_e Gy os respectivos erros, a
melhor estimativa para o valor esperado de u é dada por

Z=%¥+y ou zZ=X-%
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e o erro da estimativa, se as medidas das grandezas nado sdo correlatas, por36

o.= _[o%2 +02
7 X y

ou, mais genericamente, se a correla¢do for ndo-nula, por

o_= \/o% + 02 + 20y, /N
Xy

z

onde oy, € a covariancia entre as medidas de x e y.

4.1.2. Medidas indiretas envolvendo multiplicacao

Se a relagdo que determina a grandeza z, por meio das grandezas x e y, dire-
tamente mensuradas, é dada pelo produto z=xy ou pelo quociente z=x/y, a
melhor estimativa para o valor esperado (z) é dada por

Z=%y ou z=%/7

% Em particular, se z=ax, .
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e o erro relativo, se as medidas de x e y ndo sdo correlatas, pela soma em
37

quadratura dos respectivos erros relativos,

Regra mnemonica

Adicao ou subtracio Como regra mnemonica, a composicdo de erros para
a adigdo ou subtragdo de duas grandezas (x e y) ndo-correlatas obedece ao
teorema de Pitdgoras, conforme ilustra a Fig. 13a.

Em geral, dependendo do coeficiente de correlagdo r = —

0x0y Z

pelo médulo da diferenga entre os vetores de médulos o_ e 07, que fazem um

o erro é dado

angulo a tal que cosa=-r.
Ou seja, a composicdo dos erros obedece a lei dos cossenos,

02 =0%+02—20_0_cosa =02+ 0% +2ro_o_
X Xy 5% y X Yy

z

% Em particular, se z=k/x, onde k é uma constante, z=k/X e

0: _ 05 _ K

z _ X
0z = 5 0%
X

=zl I
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Multiplicacdo ou divisdo Para a multiplicagdo ou divisdo, basta substituir os
erros absolutos pelos relativos (Fig. 13b).

Oz Og/lul
Oy a5,/ lyl

Ox Ox/ Il

|

Figura 13: Ilustragdo da composigdo de erros que obedecem ao teorema
de Pitagoras;

a) para adi¢do ou subtragao,

b) para multiplicagdo ou divisao.

Caso mais geral* No caso mais geral onde z = f(x), em que z é resultado da
medida indireta de uma tnica varidvel x, dado por uma por uma expressao
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Figura 14: Ilustracdo da composicao de erros obedecendo a lei dos cossenos.

mais complexa do que a relagdo proporcional a x, o valor esperado é dado por

z=f(x0)
e o erro padrdo para uma amostra de N valores de x por®®

df
dx

o_- =
z

(o
X

X

3Em particular, se z = x?, entdo o_=2[x|a_ ([x|#0).
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No caso mais geral, onde z= f(x,y) é dada por uma expressao mais comple-
xa, o valor esperado de z é dado por

z=f(xy)

e o erro padrdo para uma amostra de N pares (x, y) por

of\? ofV ., 2 (If\[of
2 _ (%S 2 (%) 2, 2 (99
=) 5 ) o (3] )
sendo as derivadas consideradas no ponto (x, ).

Observacdao Um procedimento alternativo para a estimativa indireta de uma
grandeza a partir de medidas diretas de outras grandezas é calcular, através da
expressdo que a define, um conjunto de valores para a mesma e, a partir desses
valores, determinar-se a média e o erro associado, de maneira anédloga ao caso
das medidas diretas.

4.2. Exemplos de propagacao de erros

Alguns exemplos em que podemos utilizar a propagacao de erros para deter-
minar indiretamente o valor de uma grandeza em termos de medidas diretas de
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outras grandezas sao™:
e Peso (p) de um corpo ao ser pendurado num dinamoémetro de constante

elastica k e elonga-lo de um comprimento ¢:

9, =ko,

p=kt = p=k( e

e Corrente (I) num resistor (R) no qual a tensdo em seus extremos é V

I:E = O-I:?

e Periodo (T) de um péndulo simples a partir de seu comprimento (/):
_
1

Lo TZ—LJt—n2 o v

T=2m +|— =
8 8 T?
(o o
T2=TxT = —X=221L
T? T
or _19
T 27

% Nio estaremos indicando valor absoluto quando a grandeza for sabidamente positiva
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e Freqiiéncia (f) ou periodo (T) de um corpo de massa m ao oscilar pendu-
rado em uma mola de constante eldstica k

o o
——T 2n,/ o T2 =412 k - L

_ ' m

m

Q
~
\S]

m

m

Sl
N =

i
f

e Velocidade (v) de uma bilha ao cair a partir do repouso de uma altura (1)
v=+2sh o

o

=2¢h = T2 _

vzf

N[ -

o)
v

on
h

e Angulo de refragdo (6;) da luz ao incidir com angulo 6; num meio de
indice de refracao*’

% Nota Avancada A propagacdo de erro na determinacdo do angulo de refragdo 0, da luz
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ao incidir com dngulo 6; num meio de indice de refragdo n, permite ilustrar a generaliza¢do do
procedimento para qualquer forma da dependéncia entre duas grandezas. O problema é avaliar
o erro em y=sen 0 quando a incerteza em 0 é conhecida e igual a gg.

Uma vez que, em geral, 0¢/0 < 1, basta que se conhega o comportamento de y num pequeno
entorno (vizinhanga) de 6; que pode ser aproximado pela reta cuja inclinagao é

d
do

d
, ou seja, y:[d—g] 0 +c =0 cos6; +
i

Desse modo, o erro propagado sera dado por
Oy = Oseng = | cos 0] o
De maneira geral, se y= f(x), a incerteza propagada de x em y é dada por

df
dx

oy = Ox

(a derivada sendo calculada para x=X).

Capa  Voua  ANTERIOR  PrOxMA  TetacHela  Phe. 110 Umima

SAR



cos 6;

sen 0; sen 0; Iseno, = ;Y6
n=—— & senl, = =
sen O,
Ogenp, = COS O; g,
1 cos 6;
o, = — Op.
O " 1 cosO, O

Nora: para as incertezas, os dngulos devem ser expressos em radianos.

e Comprimento de onda (1) de luz difratada por um angulo () em uma
rede de difragdo na qual a distancia entre as fendas é d:

A =dsenf = 0y =d0geng =dcosBag

Em todos esses exemplos os valores dos pardmetros (Sec. 4.5) g, k, R, n e d
foram considerados como constantes e, portanto, isentos de erros.

4.2.0.1. Errodamédia (0z) A propria estimativa do erro da média (o3) pode
ser derivada da férmula de propagagdo, se admitirmos como estimativa do
erro em cada medida o desvio-padréo (0,) de uma amostra {z;} de N medidas
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diretas e independentes.

_ Z1t+ZzZx+...+zN
7 =

N
02 2 02 02 02
2 Tz 22 ZN % _ 7
oc=—=+—=+...+— ===
zZ 2 NZ NZ NZ N

4.3. Regressio ou ajuste linear

H4 casos em que, além de uma forte correlacdo entre as medidas associadas a
um par de grandezas (x, y), hd indicios experimentais ou tedéricos, convic¢do
ou intui¢do de que existe uma relagio de causa e efeito entre elas, descrita por
uma relagdo funcional y = f(x). A determinacdo dessa relagdo de causa e efeito
é denominada ajuste de fungio.

Por exemplo, a Tab.12 e a figura correspondente apresentam os dados
levantados para a calibragdo de uma mola (M), a partir de medi¢des do com-
primento / (mm) de sua elongacdo em fungdo da forga F (gf) exercida por pesos
padroes, realizadas no laboratério de Mecanica do IF-UER].
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Do ponto de vista estatistico, o problema de estabelecer uma relagao entre
um par de varidveis correlatas é denominado, por um motivo histérico [6, 16],
de regressio.

A situagdo mais simples e imediata, como no caso da mola, é aquela em
que o coeficiente de correlagdo linear (r) entre o par de grandezas (x, y) é bem
proximo da unidade e, portanto, a variagdo de y em fungdo de x pode ser
expressa por uma relagao linear,

y=ax+b

onde os parametros da reta, os coeficientes angular a e linear b, sdo estimados

por

a=r—=— e b=y-ax

e onde 0y e 0y, 530 0s desvios padrdo das medidas de x e y.

A expressdo para o coeficiente linear indica que a reta de regressdo sempre
passa pelo ponto (x, ) definido pelas médias x e y.

A plausibilidade dessas expressdes é evidenciada na Fig. 15, onde se nota,
claramente, que a inclinacdo da reta de ajuste depende sensivelmente da dis-
persdo e da correlagdo dos dados.

As expressoes para determinagdo dos parametros a e b podem ser deduzidas
a partir do chamado Método dos Minimos Quadrados (Apéndice D). Seu principal
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Figura 15: Relacdo entre a inclinacdo da reta de ajuste, do coeficiente de correlacao e
dos desvios padréao.
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argumento é que os parametros da reta sdo aqueles que minimizam a soma
dos quadrados das distancias das medidas observadas y; aos correspondentes
valores previstos pela equagdo da reta y(x;) =ax; + b, ou seja, pela minimizagao
da quantidade

S =

Mz

-yl
z:l

quando as medidas y; possuem a mesma incerteza.

4.4. Exemplos classicos de uso de ajuste linear

Deve-se notar que a relagdo entre as grandezas ndo precisa ser necessariamente
linear. Por exemplo, vdrias relagdes podem ser transformadas em rela¢oes
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lineares*!

a

P=—
¢ v
T> +b
o T2=ux+b

o I =hyet

=

=

Yy =ax
y=ax+b
y=ax+b
y=ax+b

(y=P;x=1)
(yzs,szZ)
(v=77)

(y =logh; b= logho)

Exemplos cléssicos, na Fisica, do estabelecimento de uma relagdo causal
entre duas grandezas, a partir de um ajuste linear, sdo:

e lei de Boyle (Boyle — 1662)

4 Nota Avancada A grande vantagem de se colocar um problema como um ajuste linear é
que os erros podem ser estimados a partir dos préprios dados. Para o ajuste de uma fungdo que
nédo seja linear, mesmo que, as incertezas nas medidas de y sejam resultantes de medigdes muito
mais acuradas e precisas que as de x ou, as varia¢des de y resultantes das de x ndo sejam bem
menores que as incertezas nas medidas y;, deve-se levar em conta o erro individual (¢;) de cada
medida y; de y e minimizar a quantidade

i=1

Cara

ool
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lei de Hooke (Hooke — 1676)

lei de Ohm (Ohm - 1826)

relacdo carga—massa do elétron (Thomson - 1897)

lei de Einstein para o efeito fotoelétrico (Millikan — 1914)

4.5. Determinac¢ao de parametros

Outra classe de problemas que podem ser resolvidos por um ajuste linear é a
determinagio indireta de parametros (4;) de um sistema a partir de uma amostra
de medidas de duas ou mais grandezas, em dado intervalo de variagao.

Parametros de um sistema sao propriedades (constantes, em algumas cir-
cunstancias) que caracterizam o comportamento do sistema em resposta a um
estimulo ou excitacao.

Por exemplo, a massa () é o pardmetro de uma particula necessario para
se calcular a sua aceleracdo (@) quando sujeita a uma forga resultante conhecida
(ﬁ), ou vice-versa, para se calcular a forca resultante correspondente a uma
dada aceleracao.

Outros exemplos cldssicos de parametros que podem ser determinados por
ajuste linear sdo:
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a aceleracdo local da gravidade (g)

o calor especifico (c) de um sélido

a resisténcia (R) de um condutor

a susceptibilidade (x) de um dielétrico

a constante eléstica (k) de uma mola

a induténcia (L) de um indutor linear

a capacitancia (C) de um capacitor

o indice de refragao (1) de um meio dielétrico
o momento de inércia axial (I) de um sélido
a relagdo carga—massa (e/m) do elétron

a constante (k) de Planck

a velocidade da luz (c) no vacuo

a constante (k) de Boltzmann.
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Apesar de se considerar uma relagdo explicita entre as varidveis x e y que
descrevem a resposta e a excitagdo de um sistema, que envolve os seus para-
metros (a,a, ... ,ap), esses ndo devem ser determinados diretamente, a partir
da expressdo funcional, por apenas um par particular de medidas (x1, y1).

Uma relagdo funcional pressupde que existam dominios nos quais as va-
ridveis estdo definidas e a expressdo (funcional) é vélida. Como as medidas
estdo associadas a incertezas (que implicam dispersdes das médias), o cdlculo a
partir de pares distintos de medidas leva a distintos valores para o parametro.

Nesse sentido, a determinagdo de parametros a partir de um ajuste de fungio,
além de levar em conta todas as medidas realizadas, leva em conta também as
incertezas associadas a cada par de medidas.

Uma vez determinados os parametros, torna-se importante avaliar também
as incertezas de suas estimativas.

Para um ajuste linear, as incertezas associadas aos coeficientes angular e
linear sdo, respectivamente, (Apéndice D)

1 ¢ =
Y e op = 04\ X2

Og= — ——
a Ux\/IT[

onde ¢, € o erro em cada medida de y e 0, € o desvio-padrdo das medidas de
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x, que pode ser estimado a partir dos dados por (Sec. 4.6)

> - y(xl)
L

Exercicios

Exercicio 4.1. Determine a reta que mais bem se ajusta aos seguintes conjuntos

pontos (x,y):
a) (1,5),(3,5),(5,1)
b) (-3,3),(-1,4),(1,8),(3,9)

Exercicio 4.2. Os dados abaixo representam a posi¢do y e o tempo ¢ de deslo-
camento de um objeto em movimento uniforme em um trilho de ar.

t (5] 4 6 8 10 12
d (cm) | 13 25 34 42 56

Determine a velocidade do objeto.
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Exercicio 4.3. Se o volume (V) de uma amostra de gds é mantido constante,
enquanto sua pressdo (P) varia, a temperatura (T) em graus celsius obedece a
relagdo

T=aP+b,

onde a e b sdo constantes e b é denominada temperatura do zero absoluto, cujo
valor de referéncia é —274,15°C.

(a) Verifique a compatibilidade desse valor de referéncia com o seguinte
conjunto de dados:

P(mmdeHg) | T (°C)
65 -20
75 17
85 42
95 84
105 127

(b) Qual a temperatura que corresponde a 80 mm de Hg?

Exercicio 4.4. Em um experimento sobre o efeito fotoelétrico realizado em
nosso Laboratério de Estrutura da Matéria, a partir de fontes de luz de fre-
qtiéncias (v) conhecidas, foram medidas tensdes (V) de corte da corrente em
uma fotocélula.
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v (10" Hz) | V (volts)
5,19 0,75
5,49 0,84
6,88 1,41
741 1,61
8,22 1,95

Essas tensdes e freqiiéncias estdo relacionadas, segundo a teoria de Einstein,

por:
V = (h/e)v +b

onde & é a constante de Planck, e é a carga do elétron, e b é um pardmetro
caracteristico do material fotossensivel.
Verifique a compatibilidade dos dados com o valor de referéncia

4,1356692(12)x107° eV s

para o parametro a=h/e.

Exercicio 4.5. Determine a lei de calibracdo do dinamometro de mola a que
se refere a Tab.12. Compare seus resultados com os do exemplo do §4.6.2.
indicagdo em newton.
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Exercicio 4.6. A partir da minimizagdo da soma dos quadrados dos residuos,

N
S=Y [yi—ye)]

i=1

mostre que para um ajuste linear no qual a reta passa pela origem, y = ax, o
coeficiente angular (2) é dado por

N _
=1 XilYi XY
== ==
i=1 %] x?
com incerteza
€y
0, = —
N x?
onde
N
. Yioi(yi — ax;)?
J N-1

4.6. Reta de calibracao

Outra situacdo na qual o ajuste linear é extensivamente utilizado é na calibragio
e utilizagdo de instrumentos de medigdo, como um espectrometro 6ptico de
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rede de difracdo ou mesmo de um dinamometro de mola.

A partir das medidas de duas grandezas, como o comprimento de onda
(A) e o angulo (0) de difracdo, no caso do espectrometro, ou a forga (F) e o
comprimento (I), no caso do dinamodmetro, determina-se uma reta de calibragio,
cujos pardmetros podem ter (ou nao ter) significados fisicos diretos.*?

Assim, para um dado valor de for¢a ou comprimento de onda, a partir da
reta de calibracdo (Fig.16), ou melhor, de sua expressdo analitica, é possivel
prever qual seria a deformagao da mola ou o angulo de difracdo correspondente.
Esse processo é denominado de interpolagio direta. Uma vez estabelecida uma
reta de calibra¢do, de um dinamdmetro ou de um espectrometro, essa pode ser
utilizada de modo inverso, ou seja, como um instrumento para medir forgas ou
comprimentos de onda. Esse processo é conhecido como interpolagio inversa.

Algumas questdes que se colocam sdo: Qual a incerteza nessa previsao?
Qual o nivel de confianga?

De N dados utilizados na estimativa do erro em uma medida, apenas N-1
sdo independentes (ver §3.5.1). Analogamente, no caso de um ajuste linear,
no qual dois parametros da reta sdo utilizados, apenas N—2 dados sdo inde-
pendentes, e a incerteza dos valores de y em torno da reta de calibragdo é dada

2 No caso do dinamometro, o coeficiente angular determina a constante de elasticidade da
mola e, assim, torna-se importante avaliar também os erros nas estimativas dos pardmetros da
reta.
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y reta de ajuste

=

y obs

A
>

X obs X

Xobs P Y + &y (interpolagdo direta)
Yobs P> X £ & (interpolagdo inversa).

Figura 16: {
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por

N 2 N 2
. Z lyi —y()]” Z [yi — ax; — b]
J : : N-2
=1 i=1
Essa expressao, na auséncia de estimativas diretas das incertezas nas medidas
de y, é a melhor estimativa para o erro em cada uma das medidas de y, a partir

dos dados.

4.6.1. Faixa de confianca e interpolacio inversa

No exemplo do dinamémetro, denotando-se a for¢a por x e o comprimento
por y, a partir da estimativa do erro (¢,) nas medidas de y, define-se uma
faixa de confianga cujo nivel de confianca pode ser determinado a partir de uma
distribui¢do de Student com N-2 graus de liberdade (Tab. 11).

Em primeira aproximacdo, uma faixa de confianga padrao associada a um
nivel de confianca de 68% é a regido (Fig.17) entre duas retas paralelas que
distam verticalmente ¢, para cima e para baixo da reta de regressao (Apéndice
E). Analogamente, faixas de confianga de 95% e 99 % podem ser construidas.

Para cada valor de x, a faixa de confianga padrao limita o intervalo

(y—ey, y+€y)
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Figura 17: Faixa de confianga padrao associada ao ajuste da mola M; (Tab. 12); o valor
de ¢, éigual a 0,3mm e a faixa de confianga esté exageradamente representada.
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de valores compativeis para a varidvel y e, reversamente, para cada valor de
y, a faixa de confianca define também um conjunto de valores (x—é&y, x+é&x)
compativeis para x.

A avaliacdo da incerteza numa interpolagdo inversa se dé a partir da faixa
de confianga estabelecida na reta de calibragdo.

De acordo com a Fig. 17, a estimativa para o erro ¢, na interpola¢do inversa
é dada por

€
y
Ex = —
a

onde a é o coeficiente angular da reta de calibragdo.
Assim, a partir de um valor observado y.ps, a estimativa para o valor
interpolado de x serd dada por

(Yobs — b)/a + Ey/ﬂ
S—— N——
X Ex
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4.6.2. Exemplo com o dinamdmetro de mola

Utilizando-se os dados da mola M que constam da Tab. 12, pode-se calcular:
r =0,999955 er=0,3mm
a =298 mm)/gf
b=0,14mm

de modo que a reta de calibra¢do pode ser expressa por:

{(mm) = 2,8 F(gf) + 1,14
er =0,3mm

Inversamente, a (intensidade da) forga F necessdria para provocar uma dada
elongacdo ¢ é dada por
_ {(mm) — 4,14
e =01gf

Por exemplo, para M se distender cerca de 20 mm ¢é necessario aplicar uma
forca da ordem de
Fte =(67+01)gf
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Exercicio

Exercicio 4.7. Uma mola a ser usada como dinamodmetro deve ser calibrada a

partir dos dados

F (gf)

200 400 600 800 1000

I (mm)

42,0 484 513 56,3 58,6

onde F sdo intensidades de forca (em hgf) de “pesos padrdes” e | os compri-
mentos (em mm) da mola com os pesos padrdes pendurados na extremidade

inferior.

Qual a forca que mantém a mola com o comprimento igual a 52 cm?

Exercicio 4.8 (). Baseado no procedimento realizado no Apéndice E, mostre
que a faixa de confianga para u ajuste linear do tipo y=ax é determinado pelas

curvas

U S0 =5
|x2|

onde &y =
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80:
F(gh | I (mm) "
— 60
3 9,2 i
4 12,2 o
5 15,0 g
10 | 30,0 :
15 | 4456 20
20 | 595 10pw
25 75,1 TH‘5‘“‘10”‘‘15”“2()””25‘11,‘(gf)

Representagdo dos pontos associados a Tab. 12,
(r = 0,9999550)

Tabela 12: Dados para calibragdo de um dinamodmetro de mola.
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5. Conclusao

O relacionamento entre experimentos, tratamento estatistico de dados, leis e
teorias pode ser ilustrado de modo simples, a partir de um exemplo baseado
nas notas®® do Professor Armando Dias Tavares.

Considere uma esfera que, ap6s rolar sem deslizar sobre uma calha de uma
altura h, é langada horizontalmente no espago, e cai entdo de uma altura H até
um plano horizontal 71, conforme o esquema da Fig. 18. Qual o alcance s da
esfera apds a queda? Esse problema pode ser abordado de duas maneiras: uma
experimental e outra tedrica.

Do ponto de vista experimental, a solug¢do do problema envolve, primeiro,
a concepgdo e a montagem de um aparato baseado no esquema da Fig. 18.
Em seguida, deixando-se a esfera rolar de vérias alturas determinam-se os
correspondentes alcances, obtendo-se, por exemplo, N pares de medidas de
s e h (Tab.13). Se as medidas forem cuidadosamente realizadas, o diagrama
de dispersdo para y=h e x =5 e o coeficiente de correlagido linear sugerirdo
a existéncia de uma relagao linear entre x e y, y = ax (Fig.19). Ou seja, uma
relagdo quadratica entre a altura /1 e o alcance s, h=as>.

Em seguida, utilizando-se, por exemplo, o Método dos Minimos Quadra-
dos para ajuste de uma reta aos valores de x e y, obtém-se uma expressao

4 Introducdo a Aciistica, vol. 1, Convénio NEPEC-UER]J, IF/UER], 1981.
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S

Figura 18: Rolamento e queda de uma esfera.
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Figura 19: Diagrama de dispersdo entre y=h e x=s>.
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s (cm) | h (cm)
51 hy
2 hy
SN hN

Tabela 13: Medidas das alturas (k) e dos alcances (s).

empirica entre as grandezas & e s, ou uma lei experimental, se a expressdo for
suficientemente geral para que se verifique de maneira univoca, para vdrias
esferas, num amplo dominio de medidas das grandezas h e s.

[ a

Por outro lado, a partir das leis da Mecanica, pode-se estabelecer uma
férmula tedrica que relaciona essas grandezas como:

7
h = (—)52
20H
Ou seja, pode-se predizer a existéncia de uma interdependéncia linear entre a
altura h que rola a esfera e o quadrado de seu alcance s ao cair da calha.
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Desse modo, a partir da medida da altura H, a qual a esfera cai em queda
livre, é possivel comparar o resultado experimental e o tedrico, e verificar
a compatibilidade entre as duas estimativas, por meio da comparacdo do
parametro a+o, com 7/20H.

O exemplo apresentado é suficientemente trivial para que todo estudante de
um curso de Fisica possa, facilmente, compreender e utilizar tanto a abordagem
experimental como a tedrica.

Em geral, os problemas defrontados em trabalhos de pesquisa requerem
a utilizacdo de métodos experimentais e teéricos tdo complexos e distintos
que as duas abordagens sdo feitas de forma mais ou menos independente
e complementar, por pesquisadores com mesma formacgdo bdsica, mas com
treinamentos profissionais distintos. Essa dicotomia levou a divisdo dos Fisicos
em duas classes: os experimentais e os teéricos.**

Desse modo, por um lado, um fisico experimental pode, a partir de motiva-
¢des proprias, obter uma férmula ou lei empirica que descreva um determinado
fendbmeno ou, “verificar” uma férmula ou lei, proposta ou descoberta por um
tedrico.

Por outro lado, um fisico teérico, também a partir de motivagdes propri-
as, pode obter uma férmula ou lei tedrica para descrever um fendmeno ou,

4 Historicamente, essa divisdo ocorreu em meados do séc. XIX. Até a época de Galileu, Kepler,
Brahe, Hooke, Snell, Boyle, Fresnel, Young, Malus, Huygens e Newton, ndo havia essa distingao.
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“explicar” uma férmula ou lei, proposta ou descoberta por um experimental.

E assim, a partir de atividades mais ou menos independentes, mas comple-
mentares, a Fisica vai progredindo.

E importante salientar que essa dicotomia, experimentoXteoria, ndo deve-
ria ocorrer durante a formacgao basica (Graduacdo) de um aluno de Fisica, onde
tanto métodos experimentais como tedricos deveriam ser apresentados ao es-
tudante. A defini¢do da metodologia utilizada na abordagem de fenémenos
tisicos é uma escolha individual, que s6 acontece durante e ap6s um nivel de
especializacdo profissional, como o Mestrado ou Doutorado.

Alguns exemplos nos quais o aluno, nesse curso de Fisica, terd a oportu-
nidade de realizar tanto abordagens teéricas simples como experimentais, da
montagem a andlise de dados, baseadas em ajustes lineares, sdo:

Oscilador harmoénico massa—mola

Péndulo simples

Lei de Hooke — Dinamometro

Refracdo da luz

Lei de Ohm

Lei de Faraday
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e Espectroscopia de gases com redes de difragao
e Relacdo carga-massa do elétron

e Efeito foto-elétrico
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Notacdo de indice e de somatério

Quando se estd trabalhando diretamente com poucos dados e de modonédo ape-
nas simbdlico, como por exemplo: g1 =150,3cm, g =150,2cm e g3 =151,5cm,
ndo hé desconforto em os escrever a cada momento, assim, a soma desses trés
numeros sera (em termos da mesma unidade):

150,3 + 150,2 + 151,5 = 452,0 (cm)

mas isso pode ser escrito simboélica e compactamente da seguinte maneira:*°

3
Z Gk = Gk=1 + Gk=2 t qk=3
k=1
=M tq2+4s
=150,3 + 150,2 + 151,5
= 452,0 (cm)

e lido como “somatdrio de q indice k com k variando de 1 a 3”, ou “somatério de qué
cé, com ca variando de 1a 3”.

# O que se estd a indicar é o procedimento implicito na notagdo relativamente ao conjun-
to bruto de dados. Note-se que o conjunto bruto de dados pode conter dados em unidades
diferentes. Nesse caso deve-se levar todos os dados brutos & mesma unidade.
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Com referéncia a uma amostra de N dados, a soma s de todas as medidas
consideradas serd expressa compactamente por:
N
5= Z Tk = qk=1 + k=2 + - .- + k=N
k=1

=q1+tq2+...+4N

Se o valor a; ocorre f; vezes, entdo, face as propriedades associativa e comutativa
dos reais, tem-se:

N
SN WY
k=1

n
=1

= lllfl +112f2 + ... +anfn
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Principais propriedades do somatério

Listamos a seguir as principais propriedades envolvendo somatoérios.

N

Y=Y

k=1

N N N
Z(xz+y1)— le + Zy]-

i=1 i=1 j=1

N
X; + Z X;, onde M<N

f:
i=1 i=M+1
N

=1
N N
i=1 j=1 ij=1

— A primeira identidade traduz a distributividade da multiplica¢ido de
nameros reais em relagdo a adigdo.

- A segunda identidade indica a soma de N parcelas iguais a 1.
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— A terceira identidade traduz a comutatividade e a associatividade da
adi¢ido de nameros reais.

- A quarta identidade traduz um outro aspecto da associatividade da
adigdo de ntimeros reais.

- A quinta, e dltima, identidade segue diretamente da distributividade
a multiplicagdo em relacdo a adigao.
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A. Distribuicao gaussiana

A expressdo analitica para a distribuigdo gaussiana é dada por

(x — w)?

2
20%

@

1
(dlp0?) =
o = o

onde o valor médio (1) e a varidncia (02) sdo os dois parametros da distribuigdo.
Usualmente, é representada também por

Em relagdo a variavel reduzida adimensional z=

S H , obtém-se a chamada
X
distribuicdo normal padrio

N:(0,1)

de desvio-padrdo unitario e simétrica em relagdo ao seu valor médio nulo.
A distribuigdo de Gauss é uma (fungéo) densidade de probabilidade?®, para
a qual as probabilidades de ocorréncias dos valores da varidvel reduzida z, no

4 Em geral se usa a sigla p.d.f., do inglés probability density function.
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intervalo (—oo, t), sdo encontradas em diversas tabelas [13, 10, 2].
B

o _Z
P(zst):\/L_f e 2 dz

21 00

Algumas de suas propriedades sdo:

P(z<—t) = P(z>t) = 1-P(z<t)
P(—t<z<t) =1-2P(z>t) = 2P(z<t)-1

0,8413
—_—
P(-1<2<1) = P(u—0y <x<pi+0y) = 2 P(z<1)-1 = 0,683

0,9772
—
P(-2<2<2) = P(u-20y <x < p+20%) = 2 P(z<2)-1 = 0,954

0,9987
—_—
P(~-3<2<3) = P(u~30x <x<+30%) = 2 P(z<3)-1 = 0,997
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A partir desses valores é que os valores extremos de intervalos associados a
uma dada probabilidade ou expectativa sdo fixados.
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B. Erro da média
Sejam M amostras de N medidas diretas de uma grandeza x,
Xk Xy oo s Xy} (amostra k)

cujo valor esperado é p.
Para cada amostra (k = 1,2,...,M), além da média (amostral) x, pode-se
definir

N
02—1 Xp)? ianci lagdo a édia x,
0% = 3 (xx,—xx)= variancia em relagdo a sua média xi
i=1
N
Z(xk" —u)?  variancia em relagio ao valor esperado p
i=1

1
2 _
*%TN

Desse modo, a variadncia das médias de cada amostra em relacdo ao valor
esperado 1, cujaraiz é o erro associado a cada média amostral, pode ser expressa

Capa  Voua  ANTERIOR  PROXMA  TeELAcHElA  Phc. 146 Utima

SAR



por

k=1 k=1 i=1
1 vy
= 3N & [N Z(xk"_#)z] ’ i
k=1 i=1
—— e
o2
1v[1v
i [MZ"(xki—u)(xkj—u)] (1b)
ij#i k=1
e

/|

Uma vez que as covariancias entre pares de medidas de amostras distintas
sdo praticamente nulas (i.e., Oz & 0), apenas a primeira parcela (1a) da eq. (1)
ik

contribui para o erro da média. Ou seja,

— ‘j’i\k] = 11\1 (@%) (2)
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Apesar de praticamente idénticas (o%] ~ 63252 XL G%M), a variancia de cada
amostra em relagdo ao valor esperado ndo pode ser calculada, uma vez que o
valor esperado, em geral, é desconhecido.

Entretanto, para grandes amostras (N > 1), a varidncia de cada amostra em
relacdo ao valor esperado pode ser aproximada por sua varidncia em relacdo
a média e, uma vez que essas sdo também praticamente idénticas (02, ~ 02, ~

N G,Z(M), denotando-as por oy, pode-se estabelecer que

O erro da média de uma grande amostra de N medidas diretas de uma
grandeza x pode ser estimado por

Ox

oz =

2

Pequenas amostras Se o nimero N de medidas em cada amostra nado for
suficientemente grande (N < 30), a variancia em relacdo a média (oy) ndo é
uma boa aproximagdo para a variancia de cada amostra em relagdo ao valor
esperado. Entretanto, a partir da decomposi¢do dos desvios das medidas de
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uma amostra k por
X, — Xk = (x5, — ) — (o — @)

a relagdo entre a varidncia em relacdo a média e ao valor esperado pode ser
expressa por

1 &
oy, = N Z(xki - %)’
=1

1w 1 &
= ;(in — W) =20 - u)( N Z Xk; —H) + (X — )

i=1
[ —
Xy

— (o — w)?

e as médias das varidncias, como

1 M 1 M
2\ _ 2 A 2
(0% =31 Zk:l ST M Zk:l (% = )

-0} )

~

o2
Xk

A~
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2y = N2 2 v52 ~
De acordo com a eq. (2), (a&\k )=NozZ, e levando-se em conta que oy, ~ 05, ®

LR GJ%M ~ 0y, uma estimativa para o erro da média de uma pequena amostra
de N medidas diretas de uma grandeza x pode ser expressa por

2

2 Ox
2= 4

Por outro lado, escrevendo-se a eq. (3) como

2y_ 2., 2
<o?k>—ox+o*7

de acordo com a eq. (4), a média das variancias de cada amostra em relagdo ao
valor esperado pode ser estimada por

N
2y _ 2
Assim, uma estimativa para o erro em cada medida de uma amostra é dada
por
N
Sy = o 5
o= o ©

Nesse sentido, sy ¢ denominado desvio-padrao experimental (Ap.F).
Em resumo,
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As incertezas associadas a uma amostra de N medidas diretas de uma gran-
deza x podem ser estimadas por

(erro em cada medida)

Sx:

(erro da média)
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C. Propagacao de erros
Seja uma grandeza w que se relaciona com M grandezas
{1, x2,..., xm}

por uma dada fungéo f,
w = f(xl,x2,. . .,XM)

tal que, a partir de amostras de N medidas diretas de cada grandeza x,
{xkllxkzl"'/ka} k:].,ZM

deve-se determinar as estimativas de seu valor esperado e de sua incerteza.

C.1. Caso de uma variavel

e Linear
Se as variagdes da grandeza w sdo proporcionais as variagdes de apenas uma
outra grandeza x, isto é, w depende linearmente de x,

w=f(x)=ax + b
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a cada medida direta x; de x corresponde uma medida indireta w; = ax; + b de
w, tal que a estimativa para o valor esperado de w, dada pela média

1 &
NZ —a—le+b—ux+b

R/_/ H/—/

w X

é igual ao valor da fungédo f no ponto médio das medidas de x, ou seja
w = f(x)

Desse modo, uma vez que w;—w = a(x;—X), a variancia (02,) das medidas de

w é dada por
LY o) = £ 3 (e
N & l N & l

2
w

2

o x

o

o erro associado a cada medida indireta de w, com nivel de confianca de 68,3 %,
é dado por
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e o erro na estimativa para o valor esperado de w, por

e Geral
Se a grandeza w depende de uma outra grandeza x, segundo uma fungdo
genérica f,

w= f(x)

e as medidas de x se distribuem em torno da média x tal que, nessa vizinhanga,
ela possa ser representada pelos primeiros termos de sua série de Taylor, ou
seja, como uma fungdo linear de x,

_ af _
w=f) = @+ (E)Eoc -3

a estimativa para o valor esperado de w serd dada por
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ou seja, pelo valor da fungdo f no ponto médio das medidas de x,

Assim, o erro associado a cada medida indireta de w, com nivel de confianca
de 68,3 %, sera dado por
df

dx;c

Ow = Ox

e o0 erro na estimativa para o valor esperado de w, por

df df
dx dx

Oy

0— =
w \/N

Oy

¥ VN

g
X

C.2. Caso de duas varidveis

e Linear
Considere agora, que a grandeza w é fungdo de duas outras grandezas, x; =x
e xo =Y. Se as variagOes de u sdo proporcionais as de x de y, isto é, w depende
linearmente de x e v,

w=f(x,y)=ax+bx+c

de modo andlogo ao caso de uma variavel, a estimativa para o valor esperado
de w é dada pelo valor da fun¢do f no ponto médio dos N pares (x;, y;) de
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medidasde x e y,

w=ax+by+c=fxy)]

e a variancia das medidas indiretas de w, por

N

Z(wz w)? = NZ %P + PP Z(yl 8

i=1

+ Zab% Z(xi—z)(yi—y)

02 (7 2+ %52 +2abaxy

Assim, o erro associado a cada medida indireta de w, com nivel de confianca
de 68,3 %, sera dado por

Op = \/az o2+ bzai +2aboyy

e o erro na estimativa para o valor esperado de w, por

Oy

_ 2 2 2 2 Y
0= = 4/a% 0%+ b? 02 + 2ab

Y \/ Z y N
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Nesse caso, além dos erros associados a cada conjunto de medidas diretas,
os erros associados as medidas indiretas dependem também da covaridncia
entre os conjuntos.

Se as medidas das grandezas x e y sdo independentes, ou seja, se ndo ha
correlagdo (oxy = 0), a incerteza em cada medida indireta de w e o erro na
estimativa para o valor esperado serdo dados por

Ow

VN

G = \/a20§+b205 = op=

e Geral

Por outro lado, se a grandeza w depende das grandezas x e y, segundo uma
fungdo genérica, w= f(x, y), mas as medidas de x e y se distribuem em torno do
ponto médio (x, y) tal que, nessa vizinhanga, ela possa ser representada pelos
primeiros termos de sua série de Taylor, ou seja, como uma fungdo linear de x

ey,
_ af _
(x—x)+[@] (¥y—-v)

Xy

d
w=fe 0 =GP+ |

%y
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a estimativa para o valor esperado de w serd dada por

1N
= ) ui=fxy)
v
N——
] 1w, _ [of] 1  _
*las) 8 LE D 5w LED
Y i=1 XY i=1
| S — [ —
0 0

ou seja, pelo valor da fungdo f no ponto médio das medidas de x e y,

w = f(x,y)

Nesse caso, o erro associado a cada medida indireta de w, com nivel de
confianga de 68,3 %, serd dado por

= ERRR

Xy Xy
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e o erro na estimativa para o valor esperado de w, por

2 2
- (L B0

Xy

ox dy L,yax

7' N
Se considerarmos a matriz (2x2) de covariancia (Sec. 2.6.1)

Xy

2
Vo [0 Oy _ (0% oxzy
Oxy Oyy Oxy Oy

e amatriz (2x1) das derivadas parciais de w,

af
_ |9 . _(9f of
Dy = 8_f = Dw—(g @)W
dy Xy

a variancia de w pode ser escrita mais compactamente como
- ./pt
0, = 4Dz VDy
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Se as medidas das grandezas x e y sdo independentes, ou seja, se ndo ha
correlagdo (oy, =0), entdo a matriz V serd diagonal,

2
_[ox O
(5 3
a incerteza em cada medida indireta de w sera dada pela variancia
of I If I’
il [

ox y

T

e 0 erro na estimativa para o valor esperado de w por
of I of I
Oy = \ [a] o2+ [a—y o2

C.3. Caso de M variaveis

Xy

LB -
Xy Xy

Para o caso no qual a grandeza w depende de M outras grandezas, X =
(x1...xM), segundo uma dada funcdo f(X), e as N medidas de cada uma das

grandezas se distribuem em torno do ponto médio X=(X1,%2...Xm), de modo
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que, nessa vizinhanga, ela possa ser representada pelos primeiros termos de
sua série de Taylor,

M
w = f(X) = f(X) + Z[ ] (1 — %)

a generalizacdo dos resultados anteriores é tal que a estimativa para o valor
esperado de w é dada pelo valor da fun¢do f no ponto médio X,

o erro associado a cada medida indireta de w, com nivel de confianca de 68,3 %,

por _
o= (s[5

e o0 erro na estimativa para o valor esperado de w, por

oG = \(;%: \Nﬁ[axk] kl[i{z]
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onde

N
1 — —
Vkl = kaxl = N Z(xk,‘ - xk)(xl,' - xl)
i=1

é o termo kI da matriz (MxXM) de covariancia

0x1x1 O_X]XZ e lexM
vV Oxox; Oxoxo  *°° Oxpxy
Oxyx; Oxpxa °°° Oxyxum

Considerando a matriz (Mx1) D, das derivadas calculadas no ponto X, tal que

D! (31 of . i)

- Jx;  dxp dxpm

w

X

0s erros associados a cada medida indireta de w e a estimativa de seu valor
esperado podem ser escritos mais compactamente como

0, = \D\VDy = o = I%D;,VDZU
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Se as medidas das grandezas x; forem independentes, ou seja, se ndo houver
correlagdes (0y,x, =0), as incerteza em cada medida indireta de w e na estimativa
de seu valor esperado serdo dadas por

~ M afZZ oy
R 12 G

k=1 X

C.4. Exemplos

Exemplificaremos a propagacédo de incertezas em uma série de uma (1) medicao
para cada grandeza envolvida para a determinacdo indireta de uma grandeza
que delas dependa.

C.4.1. Resultante de duas forgas

Avaliaremos, a titulo de exemplo, a incerteza na medida indireta da intensidade
da resultante R de duas forcas F 1e fz por meio de amostra tinica de medigado, ou
seja de uma série de uma (1) medigdo para cada grandeza envolvida. Sabe-se
que

R* = F; + F5 +2F1F5cos 0
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onde Fy, F> e 6 sdo os valores centrais das medidas das intensidades das forcas
=2 =2 . . . .

F1 eF; edoangulo por elas definido; sendo ¢F,, €F, e €g as respectivas incertezas.
Entdo, como em amostra tnica as correlacoes sdo nulas,

aﬁz = (2F; + 2F, cos 9)2812:1 + (2F, + 2F7 cos 9)28%;2
+ (2F1F; sen 9)2%

o_ 1 o

R T 4R2 R

F.F 2 1 COSQ 2 1 COSQ 2

2 1£2 2 2
- =|—= . + =

R [ R ] {(Fz Fq ) €F1 (1:1 F> ) *F

+ (1—cos )(1+cos G)eé}

Para determinar o angulo ¢ entre a resultante e a forca F; podemos usar a
expressdo:

Frsen O Frsen O

tanp = —————— = = arctan(——————
an F1+F>cosf ¢ arcan(F1+F2COSG

)
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Entado

5 (stenG)2 5 +(F1 sen@)zgz

San¢ = R F R Ea
Fy(F1cos 0 + F2)\
+ = &
2 1 2

Gd) 1+ ¢)2 Utangi)

7 1 {(stene)z 5 (I—’lsen@)2 9

% 1+¢2|\" R B R ) F
F>(F1cos 6 + Fp) 2 5
+ R €
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Em resumo:

2 2
02 = [FlFZ] (l+cos 8) e%
R R Fs Fy 1

1 [, sen 6\?
2 _ 2 2
G¢‘1+¢2{( R )EH’L

N (Fz(Pl cos O + F»)

+ (l+
F

+ (1 — cos 6)(1 + cos O) sé}

(F1 sen 0

)4}

cos 0

F>

2
2

2
2

Observacao A incerteza ¢y deve ser expressa em radiano.

C.4.2. Medida do momento de forca

Para medir o médulo do momento de uma forca F aplicada no ponto A em

relagdo ao polo P podemos usar a expressao

Mp(E,A) =dF sen9 = M
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onde d=PA, F=|Fle 6 é 0 angulo entre a forga F e a reta definida pelos pontos
P e A. Portanto

0]2\4 = (d sen 6)* 5% + (F sen 0)? eﬁ + (Fd cos 6)? sé

Assim:

2 2 12‘2 1y , 2.2
oy =M (1?) eP+(E) e5 + (cot 0)” e

C.4.3. Estimativa da incerteza em mediciao direta de dngulo por meio de
transferidor escolar

Como 9 = §, onde r é o raio do transferidor e é £ o comprimento de arco no
transferidor, entdo eg = %og. Para um transferidor de 180° de raio r graduado
em graus, & = 0,5%, dai €9 = 0,575 = 0,0087rad = 0,5°, sendo a incerteza na

medida dos angulos consideradas em radiano na propagacdo de incertezas.
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D. Ajuste linear por meio do
método dos minimos quadrados®’

Apresentamos neste apéndice o procedimento conhecido como ajuste linear e
apontamos algumas generalizacdes para o ajuste de outras familias de fun¢oes
(ou curvas).

O problema pode ser posto como:

A partir de N pares (x;, y;) de medidas obtidas em N medig¢des das
grandezas x e y, como determinar a reta de ajuste,

y=ax+b,

caracterizada pelos parametros a e b, que melhor se ajuste a esses
pontos experimentais?

Estamos supondo que cada par de valores conjugados é fruto de medigdo tinica
em que a grandeza x é variada, tendo-se maior confianga sobre as medidas de
x do que as do correspondente valor da grandeza y; ou porque se tem maior
controle de x, ou porque se usam valores de referéncia para cada situagdo dis-
tinta; sendo as incertezas nas medidas de y consideradas iguais (por exemplo,

¥ Legendre — 1806, Gauss — 1809.
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Ji

y(x,)

X, X, x

Figura 20: Diagrama de dispersio de alguns pares (x, y), onde se ilustram:
a reta y(x) = ax+b; trés desses pares; o residuo y; — y(x;) = y; — (ax;+b) do
par genérico (x;, y;) em relacdo a referida reta e, também a incerteza ¢; da
medida y;.
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ndo ha mudanca de instrumento de medi¢do ou de escala nesse instrumento
durante as medi¢des da grandeza y para todos os N pares).

O método dos minimos quadrados*® consiste em minimizar o residuo médio
quadrdtico das medidas da grandeza y em relagdo a reta a estimar®’. Por esse
procedimento se determinam os parametros a e b que melhor estimam a fungao
de ajuste. Por residuo de uma medida em relagdo a uma fungio de ajuste™
y=f(x;a), entende-se a diferenca (y;— f(x;)). (Fig.20)

Dessa forma, devemos estudar o extremo da fungdo: (o residuo médio
quadrético)

1

N []/k - fl 06)]2

1=

R(a,b) =

o~
I

1

que é expresso no caso da reta de ajuste [i.e., no caso em que a=(a, b)] por

1 Al 2
R(a,b) = N Z [yi —(ax;+ b)]
i=1

48 Em inglés: method of least squares.

¥ Ou equivalentemente para a situagéo de extremo, a soma dos quadrados dos residuos.

% Onde a indica os pardmetros caracteristicos da familia de fungdes que se pretende interpolar.
No caso da reta de ajuste: a=(a, b).
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Neste ponto se pode identificar inicialmente dois casos distintos a estudar:>!

(@) b=0,
(b) b#0.

D.1. Funcdo de ajuste y=ax (b=0)

Nesse caso, o residuo médio quadratico se reduz a uma fun¢do de uma variavel,
ie.,

N
1 2
R@) = kz; (i = axe)
As condigOes para que se tenha um minimo para R em um determinado valor

do parametro a sdo:
dR d?Ry
a =0 e W >0
Da primeira condicao:

dR -2
P 0= sz’xi (yi —ax;)) =0

51 Deve-se lembrar que os valores x; e y; sdo 2N valores conhecidos numericamente, enquanto
os parametros a sdo ainda desconhecidos.
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dai
1 1 -
ﬁzi(xi]/i) - aﬁzi(xi)z =0 = xy—ax?=0

donde se tira:

X
ﬂ::y
xZ
e como 5
J—Nzixi—Zx >0

qualquer que seja x e para qualquer valor de a, entdo

a= (xp)/(*)

determina o minimo de R.

D.1.1. Estimativa das incertezas associadas ao ajuste y = ax

Se o ajuste y = ax for usado para medida indireta de y por meio de medida
direta da grandeza x, fazendo-se uso da funcdo interpolada, entdo o residuo
quadratico para a fungdo de ajuste fornece uma estimativa para a incerteza na
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medigao™ de y:

] &
&=\ N1 Z(yk —axp)?
k=1

Se o ajuste y = ax estiver sendo usado para medida indireta da grandeza
a, entdo precisamos estimar a incerteza o, de sua medida. Como o valor do
pardmetro a é determinado em fun¢do dos valores amostrais pela expressao:

entdo podemos avaliar a incerteza 0, em a como obtido por N medias dos pares
(xx, yx), levando em conta a propagacdo das incertezas das medidas de cada y;
e tendo em vista a hip6tese de que as contribui¢des das incertezas propagadas
por xi sdo despreziveis comparadas com as advindas de y; e que estas, por sua

52 Note-se a distingdo entre a medigdo indireta de uma grandeza por meio de uma fungéo de
origem tedrica (como o que trata o Apéndice C) e a medicdo indireta por meio de uma funcao
ajustada.
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vez, sdo iguais, i.e., 0y, ~

portanto
Cy

VN x2

O.ﬂ:

(xz)z N2

1

[\’]z

]:

..®0oyy ¥ &y . Assim, da propagacdo dessas incertezas,

()22

1

Se, por outro lado, o ajuste for usado para medida indireta da grandeza x a

partir de medigao direta de y, por interpolagdo, entdo

2 (/e 5 (e
G"_( dy )éy_(a)
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D.1.2. Parametro do ajuste linear y=ax e as incertezas (resumo)

Dai, o residuo médio quadratico serd minimo para a reta que passa pela origem
e possui coeficiente angular:

a =

eaT
x2

E as incertezas estimadas por:*

;] &
€y = \ mZ(yk — axy)?

k=1

&y

N x2
y

Oy =

3

O’ —
* " lal

5 Note-se como 4, assim determinado, torna as incertezas minimas para esses N pares de
medidas.
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D.2. Funcao de ajuste y=ax+b

No caso em que ndo hd evidéncia que a reta de ajuste passe pela origem,
devemos estudar a condicdo de minimo da funcdo de duas varidveis:**

1 v 2
R(a,b) = N Z [yi —(ax;+ b)]
i=1

As condigdes para que se tenha um minimo para R para determinados valores
dos pardmetros a e b sdo:

2R 92R 2R T
R 8282_[8 ];eo,
e o2 o2 | dadb
e
a—R:O 82_R+82_R> az_R_gz_R 2+4 _82R 2>0
db o> o2 o2 o2 da ob

5 O estudante de primeiro periodo ndo deve ter estudado Célculo de Fungdes de Vdrias
Varidveis; no presente, basta que se tenha em mente que a derivada parcial em relacdo a uma
das varidveis é calculada fixando-se as outras varidveis e derivando-se na variavel considerada

como no Célculo de 1 varidvel.
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Do primeiro par de condicdes:

2K 2 Xi(yi —axi=b) =0

da~ N -
JdR 2
F ‘Nzi(%‘ —axi—b) =0

- Xy—ax?-bx =0 X2a+xb=7x
y—ax —b =0 xa+ b=y
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Esse sistema linear ndo-homogéneo em a e b pode ser facilmente™ resolvido,

do que se obtém que o residuo médio quadratico R tem um extremo para:

a =

Xy—-xy
- =2
X2 —X

b=y—-ax

(6)

Para verificar se a fun¢do R(a, b) apresenta valor minimo para (a,b) dado por (6),
devemos investigar o segundo par das condi¢des de extremo minimo. Como

2 _ 2 2
PR _,5  PR_, PR _
da? b2 dadb
% Note-se que
. Oxy=rox0y
det(_y x) e
A V_%-%y _oy_ 9%
det X2 x X2 -7 eF: Ox
x 1 7
e o2
— Oxy—X g
2 .
det (x_ x_y) o o 2= =
X y Py-xXx (x> =x) Yy — X0y

Cara

Voura

ANTERIOR  PROXIMA

y—ax.

TELA CHEIA

PAc. 178

Uttima

SAR



portanto

da2 92 \dadb

0 que garante que o extremo é definido, e como (para garantir que os autova-
lores sejam positivos)

2R R RV —
IR I (8 ):4x2—4x2:4a§>0

d’R  J*R —
$+8—bz:2x2+2

2R PR\ R \* — 2
7o 72 g2 - 2 _
\/(aa2 8b2) +4(8a8b) 24/(x2-1) +4%
o que confirma que (g, b) dado por (6) se trata de minimo para a fun¢do R(a, b).

A expressdo para a pode ser trabalhada para evidenciar sua dependéncia
em rela¢do aos parametros de dispersdo:

Xy—-xy Ox Y
a= Y zy _ Zy S
x2—x o Ox
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um vez que r = oy /(0x 0y) € 0 coeficiente de correlacdo linear das medidas®®
(x, y)-
D.2.1. Estimativa das incertezas associadas ao ajuste y =ax +b

Com os parametros a e b determinados pelas expressoes (6) e pelos mesmos
argumentos do §D.1.1, temos do desvio médio quadrético:

N
1
k=1

% Se houver evidéncia dos pontos estarem alinhados, o valor desse parametro (r) deve ser
fornecido, uma vez que avalia a qualidade dos dados, o que também reflete os cuidados na
montagem do dispositivo experimental.
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Para a incerteza em a = G%I%] Zi\’: 1 (Y — X yp):
X

=il =l X
N
1 1.1 -
= =N L N P
(oxP N N
2 N 2
1 & - 1 & 5, 1 &
= = —0; = 0;=——
N L= T H N

N 2 2 N
ob ob 12 5
=1(5) b+ (%) A= L) 4ora

i=1

1 _ 1 _
= N— &2 + (%) 02 = N(ox VN o.)? + (x)° a2

_(2,=2\2_"52 N )
—(ax+x)aa—x0u = o0p= Vx? 0,
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. _1 .
Para a incerteza em x = - (y — b):

2
0 1 1
:(x) g;:—gz ey =

2
— Ex= — &
* oy a2 Y el Y

€
D.2.2. Parametros do ajuste linear y=ax+b e as incertezas (resumo)

Dai, o residuo médio quadratico serd minimo para a reta y = ax+b para os
parametros a e b determinados por:

Ox 9 — —
:_2y: /A e b=v—-ax
oy Ox

E as incertezas estimadas por:

M
<

1 N
\ mZ(yk—ﬂxk—b)Z

k=1

a ainda

Oy = — — e op = 0, N2
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No caso do ajuste ser usado para medi¢des da grandeza x por meio de
medic¢des da grandeza y, tem-se ainda:

&
Yy
G = =
 lal

D.3. Ajuste da funcdo y=f(xa)

O caso mais geral em que se pode empregar o método dos minimos quadrados,
como essa método é historicamente conhecido, pode ser tratado sistematica-
mente procedendo a minimiza¢do do residuo médio quadratico (ou o erro
médio quadratico)

N
R(a) = % Y [vi- fesa]
k=1

onde y = f(x;a) € uma familia de fun¢des que dependem de pardmetros a,
denotados compactamente. Ou seja, a minimizagdo de R determina os melhores
valores dos pardmetros « para a fun¢do—ajuste dessa familia.

Aspectos gerais de um experimento e outras discussdes dos fundamentos
estatisticos e probabilisticos, necessdrios a um amadurecimento dos tépicos
citados, podem ser encontradas em varios textos basicos [1, 11, 14,2,22,19,17,

I
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E. Faixa de confianca

Em um ajuste linear, os afastamentos ou desvios (Ay;) das medidas y; de uma
grandeza y com relagdo aos valores dados hipoteticamente por uma reta de refe-
réncia, f(x;a, B) = ax+p, que relaciona as medidas de y com as medidas x; de
uma outra grandeza x sdo estimados a partir da reta ajustada f(x;a,b)=ax+b

Ay; = yi — f(xi; o, B) = yi — f(xi;a,b)

O procedimento rigoroso para estabelecermos uma faixa de confianga, a um de-
terminado nivel de confianga, para esses desvios comega a partir das incertezas
nos parametros da reta de ajuste, (ver Apéndice D, pag. 182)

Ey —
0. VN

Como esses parametros ndo sdo independentes, escrevendo-se a reta de ajuste

COITIO57

04 =

- - - N — N
57 Estaremos usando as relagdes Y=aX+b = b=y—aX, X=5 Yo, Xi € =5 Liry Vi-
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a incerteza dos valores ajustados é dada por

AP = L+ (- e,

Aﬁ_%

[uma vez que 0,2 = eyz /(62N)]. Desse modo, a variancia dos dados em relacdo
a uma reta de referéncia é dada por

|
—_
+

2

Ay = e+ (Af)P = L |(N+1)+ ﬂ]
GX

Ayi:i \/(N+1)+M
VN 0%
Para valores de x ndo muito afastados do valor médio x e N>5
Ay ~ gy

Uma vez que ¢, é estimado a partir dos dados e dos dois parametros a e b,
a variavel y/Ay obedece a uma distribui¢do de Student com N -2 graus de
liberdade, e as curvas
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&y (x - %)’
(ax+b)+ﬁ \/(N+1)+ =

1 ———

y

X

Ay

definem uma faixa de confianca (ver Fig.21) para as estimativas de y a partir de
x (interpolagao direta).

Para as estimativas de x a partir de y (interpolacgdo inversa), o intervalo de
confianga correspondente a x serd dado por™®

Xo—x1 = (x+ Axp) — (x — Axq)

.2 .2\ g2
Eq —2 &q Sy( 1)
—X1 R 24— (x- + 11+ —=|=(1+—=
X2 — X1 o (x =x) ( aZ) = N
e —
x o= x4+ LY
a

% Em geral, Ax; #Ax; .
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y=y+4hy ax +b

Yoo y=y-Ay

Y

Figura 21: Faixa de confianca do ajuste linear.
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Uma vez que

(x - %)

Ox

€
yobs—y:i\/—% \/(N+1)+
fazendo y=y+a(x — x) e elevando ao quadrado cada membro

2 )
[(yobs—y)+a(x—§)]2: %[(N+1)+(x 2x) ]

Ox
[E

2 2
izl [(N+1)+(x x)

Gx
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obtém-se

2 —
&y 2 Yobs = Y _
= = +2 -Xx)+
[ Nazag)(x ) ( )U
—_— Xz ¢
4 p
8 p?
+ —£(1+1)+ Jobs Z Y =g
a? N a Bl
2=

cuja solugao é dada por

B .1 [ 2
X=—+- -
S ES VB —ay
ou seja,

- B 1[5 2

xl—x+a " g —ay

- I 2

X=X+t g —ay
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assim,

2
Xy —x1 = BE-ay? == /B —ap?+ad?
2
=2 Ja-a)p+ad
o
como
2 2
€
=1-—2 oSO
“ Na2g2 a?
ﬁ_yobs_y:x_i .
a
€y” 1
5 i(1+—)
a? N
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as incertezas inferiores e superiores sao

Ax1=x—x1

[ e T e ] E003)

Axy = xp—x

e (e CI R N

<1)eNz5

Pararx1 (ie., | =

&y &y
Xp—x1x22— = Axy=zAnpx—=c¢
a a
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F. Observacoes

E1. Grandezas

O Vocabulério Internacional de Termos Fundamentais e Gerais em Metrologia
[4], conhecido como VIM, ap6s a definicao de grandeza, faz as observagoes que
transcrevemos:

1. O termo “grandeza” pode referir-se a uma grandeza em um sentido geral ou a
uma grandeza especifica.

(a) Grandezas em um sentido geral:

comprimento,

tempo,

massa,

temperatura,
resisténcia elétrica,
quantidade de matéria.

(b) Grandezas em um sentido especifico:

— comprimento de uma barra,
— resisténcia elétrica de um fio,
— concentracdo de etanol em uma amostra de vinho.
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2. Grandezas que podem ser classificadas, uma em relagao a outra, em ordem
crescente ou decrescente sao denominadas grandezas de mesma natureza.

3. Grandezas de mesma natureza podem ser agrupadas em conjuntos de catego-
rias de grandezas, por exemplo:

— trabalho, calor, energia;
— espessura, circunferéncia, comprimento de onda.

4. Os simbolos das grandezas séo dados na norma ISO 31.

No presente texto estaremos empregando o termo grandeza no sentido
especifico.

F2. Algumas definicdes retiradas do VIM

Além das observagdes sobre grandeza, o VIM estabelece o significados dos
principiais termos utilizados em metrologia e no tratamento de dados obtidos
por medigdes. Listamos, em seguida, alguns desses termos em ordem alfabética
e os seus significados.
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Calibragao (afericao)

Conjunto de operagbes que estabelece, sob condi¢des especifi-
cas, a relagéo entre os valores indicados por um instrumento de
medic¢ao ou sistema de medig¢ao ou valores representados por uma
medida materializada ou um material de referéncia, e os corres-
pondentes das grandezas estabelecidas por padrdes.
1. O resultado de uma calibragdo permite tanto o estabeleci-
mento dos valores do mensurando para as indicagées como
a determinagao das corre¢des a serem aplicadas.

2. Uma calibragéo pode, também, determinar outras proprie-
dades metroldgicas como efeito das grandezas de influén-
cia.

3. O resultado de uma calibragdo pode ser registrado em um
documento, algumas vezes denominado certificado de cali-
bracao ou relatério de calibracao.
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desvio-padrao
experimental

Para uma série de n medigées de uma grandeza, o parametro (s)
que caracteriza a dispersao dos dados, é dada pela formula

= (o — %)
. n-—1
i=1

onde x; representa o resultado da “i-ésima” medi¢édo e x a média
aritmética dos n resultados considerados.

1. Considerando uma série de n valores como uma amostra
de uma distribuicédo, x € uma estimativa ndo tendenciosa da
média u e s> é uma estimativa ndo tendenciosa da variancia
desta distribuicao.

2. A expressdo s/+/n é uma estimativa do desvio-padrio da
distribuicéo de x e € denominada erro padrdo experimental.

Grandeza Atributo de um fendmeno, corpo ou substancia que pode ser qua-
litativamente distinguido e quantitativamente determinado.

Indicacéo Valor de uma grandeza fornecido por um instrumento de medicéo.

(de um instrumento Para uma medida materializada, a indicacdo é o valor a ela

de medicao) atribuido.

Medigao Conjunto de operacgdes que tem por objetivo determinar um valor

de uma grandeza.
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Medicao,

Conjunto de valores de um mensurando para o qual se admite que

faixa de, o erro de um instrumento de medicdo mantém-se dentro dos limi-
(faixa de trabalho) tes especificados.
Medicao, Parametro associado ao resultado de uma medicdo que caracte-

incerteza de,

riza a dispersdo dos valores que podem ser fundamentalmente
atribuidos a um mensurando.

1. O parametro pode ser, por exemplo, um desvio-padrdo (ou
multiplo dele), ou a metade de um intervalo correspondente
de um intervalo a um nivel de confianga estabelecido.

2. Aincerteza de medicdo compreende, em geral, muitos com-
ponentes. Alguns destes componentes podem ser estima-
dos com base na distribuigao estatistica dos resultados das
séries de medigbes e podem ser caracterizados por des-
vios-padrao experimentais. Os outros componentes, que
também podem ser caracterizados por desvios-padrao, sédo
avaliados por meio de distribuicdo de probabilidades assu-
midas, baseadas na experiéncia ou em outras informacgdes.

3. Entende-se que o resultado da medigéo é a melhor estima-
tiva do valor do mensurando, e que todos os componentes
daincerteza, incluindo aqueles resultantes dos efeitos siste-
maticos, como 0s componentes associados com corregées
e padroes de referéncia, contribuem para a disperséao.
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Medicao, Valor atribuido a um mensurando obtido por medicéo.

resultado de uma, 1. Quando o resultado é dado, deve-se indicar claramente se

ele se refere: a indicagdo; ao resultado nao corrigido; e se
corresponde ao valor médio de varias medigoes.

2. Uma expressao completa do resultado de uma medigéo in-
clui informagdes sobre a incerteza de medicao.

Medigdes, Grau de concordancia entre os resultados das medigées de um
reprodutibilidade dos | mesmo mensurando efetuadas sob condi¢des variadas de medi-
resultados de, ¢ao.

Medicbes, Grau de concordancia entre os resultados de medigdes sucessivas
repetitividade de de um mesmo mensurando efetuadas sob as mesmas condigdes
resultados de, de medigao.

1. Estas condi¢des sdo denominadas condigdes de repetitivi-
dade.

2. Condigdes de repetitividade incluem: mesmo procedimen-
to de medi¢do; mesmo observador; mesmo instrumento de
medi¢ao, utilizado nas mesmas condi¢des; mesmo local; re-
peticdo em curto periodo de tempo.

3. Repetitividade pode ser expressa, quantitativamente, em
funcéo das caracteristicas da dispersao dos resultados.
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Valor Expressado quantitativa de uma grandeza especifica, geralmente

(de uma grandeza) |sob a forma de uma unidade multiplicada por um numero.

Sensibilidade Variacdo da resposta de um instrumento de medicao dividida pela
correspondente variagao do estimulo.

Escala Conjunto ordenado de marcas, que faz parte de um dispositivo

mostrador de um instrumento de medigao.

Cada marca é denominada marca da escala.

Comprimento de
escala

Para uma dada escala, € o comprimento da linha compreendida
entre a primeira e a Ultima marca, passando pelo centro de todas
as marcas menores.

1. Alinha pode ser real ou imaginaria, curva ou reta.

2. O comprimento da escala é expresso em unidades de com-
primento, qualquer que seja a unidade do mensurando ou a
unidade marcada sobre a escala.

Divisdo de escala

Parte de uma escala compreendida entre duas marcas sucessivas
quaisquer.
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Comprimento de uma
divisdo

Distancia entre duas marcas sucessivas quaisquer, medida ao
longo da linha de comprimento de escala.

O comprimento de uma divisao é expresso em unidades de
comprimento, qualquer que seja a unidade do mensurando
ou a unidade marcada sobre a escala.

Resolugéo
(de um dispositivo
mostrador)

Menor diferenga entre indicagées de um dispositivo mostrador que
pode ser significativamente percebida.

1. Para dispositivos mostrador digital, & a variagdo na indica-
¢ao quando o digito menos significativo varia de uma uni-
dade.

2. Este conceito também se aplica a um dispositivo registra-
dor.

Limites de erros
admissiveis (de
um instrumento de
medicao)

Valores extremos de um erro admissivel por especificagoes, regu-
lamentos, efc., para um dado instrumento de medicao.
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G. Alguns valores de referéncia

G.1. Constantes Fisicas Fundamentais®

Incerteza

Grandeza Simb. Valor Unid. relativa

padrédo

veloc. daluz no vacuo | ¢ | 299.792.458 ms™! (exato)
carga elementar e | 1,602.176.462(63)x107" C 3,9%x10°8
massa do elétron me | 9,109.381.88(72)x1073! kg 7,9%10°8
massa do proton my | 1,672.621.58(13)x10~% kg 7,9%1078

Tabela 15: Constantes fisicas fundamentais.

O valor ¢ exato da velocidade da luz no vacuo é o adotado pelo
definicio atual do metro®.

SI para

% Fonte: Peter J. Mohr and Barry N. Taylor, CODATA Recommended Values of the Funda-
mental Physical Constants: 1998, Journal of Physical and Chemical Reference Data, Vol. 28, No. 6,

1999 and Reviews of Modern Physics, Vol. 72, No. 2, 2000.

0 Transcri¢do da defini¢do da unidade de comprimento (metro) do SI

“A defini¢do do metro baseada no protétipo internacional em platina iridiada, em vigor desde
1889, foi substituida na 112 CGPM (1960) por uma outra definicdo baseada no comprimento de
onda de uma radiacao do cripténio 86, com a finalidade de aumentar a exatiddo da realizagdo
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G.2. Aceleracao da gravidade

Aceleragdo da gravidade local no Rio de Janeiro

Regido aceleragdo

A 9,78789849(14) m s 2
B 9,78791660(15) m s>
E 9,78782905(15) m s>

Tabela 16: Valores de referéncia da aceleragdo da gravidade local no Rio de

Janeiro.

do metro. A 172 CGPM (1983, Resolugao 1; CR 97 e Metrologia, 1984, 20, 25) substituiu, em

1983, essa ultima defini¢do pela seguinte:

‘O metro é o comprimento do trajeto percorrido pela luz no vdcuo durante um

intervalo de tempo de 1/299.792.458 de segundo.’

Essa definicdo tem o efeito de fixar a velocidade da luz em 299.792.458 ms™!, exatamente.

O antigo protétipo internacional do metro, que fora sancionado pela 12 CGPM em 1889, é

conservado no Bureau Internacional de Pesos e Medidas nas mesmas condi¢des que foram

fixadas em 1889.”
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Fonte: COORDENAGAO DA AREA DE GEOF{SICA — CGE
Ajustamento da Rede Gravimétrica Fundamental Brasileira
ON—OBSERVATORIO NACIONAL. Disponivel em:
www.on.br/institucional/geofisica/areapage/gravimetria/rgfbabs.html

Nota Transcrevemos a Decisio relativa ds unidades de base do Sistema Internacional, “32
CGPM, 1901(CR, 70): DECLARAGAO RELATIVA A UNIDADE DE MASSA E A DEFINIGAO DO PESO;
VALOR CONVENCIONAL DE g,”, 32 item: (sic)

O numero adotado no Servigo Internacional de Pesos e Medidas para o valor
da aceleragéo normal da gravidade é 980,665 cm/s?, valor ja sancionado por
diversas legislagoes.
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H. Resumo

Apresentamos nesse apéndice o resumo dos principais conceitos introduzidos
no texto, seguindo a ordem com que foram introduzidos.

Grandeza atributo de um fendmeno ou sistema fisico que pode ser distin-
guido qualitativamente e determinado quantitativamente. (pag.12)

Dados valores ou qualifica¢des de atributos associados aos elementos de um

conjunto®!. (pég. 13)

Medidas dados numéricos associados as grandezas relativas a um fendmeno
ou sistema fisico, resultantes de medicoes. (pég.13)

Medicdao ato ou processo de aquisi¢do de dados que tem como objetivo asso-
ciar um valor (uma medida) a uma grandeza. (pég.13)

61 Dados em estado bruto: listagem de dados conforme obtidos, sem ordenamento ou divisao
em classes de freqiiéncias.
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Populacdao conjunto ou colec¢do, hipotético ou nao, da totalidade dos dados
associados a um fendmeno ou sistema. (pég. 13)

Amostra subconjunto acessivel e disponivel de uma populagdo, do qual se
pode ou deseja-se extrair conclusdes acerca da populagao. (pag.13)

Classes intervalos de valores (ou qualificagdes) os quais os dados de uma
colegdo sdo agrupados. (pag. 18)

Freqiiéncia numero de ocorréncias dos dados de uma populagdo em deter-
minada classe de seu conjunto de dados. (pag.18)

Histograma (de barras) representacdo grafica de uma distribuicdo de fre-
qiiéncia em que as freqiiéncias de classes sdo representadas pelas areas de
retangulos contiguos e verticais, com as bases colineares e proporcionais aos
intervalos das classes. (Aurélio)

Histograma setorial representagdo grédfica de uma distribui¢do de freqiién-
cia em que as freqiiéncias de classes sdao representadas pelas dreas de setores
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circulares contiguos proporcionais as freqiiéncias das classes.




Parametros de posicio {x1,x2,...,xn} (pég.27)

N
L g er aye _ X1+ xp+...+Xx 1
Média aritmética = ! N — _ Z X; (pag.27)
N N 4
i=1
2, .2 2 N
— 2+ 4. +x 1
Média quadrética 2=-1 "2 N - — Z xi2 (pag.27)
N N 4
=1
Valor eficaz P = S (pag. 28)

Moda (xp,,q) o valor mais freqiiente em uma colegdo de dados ou numa
subcolegao de classes desses dados. (pég. 28)

Mediana (x,,.q) o valor que divide uma distribui¢cdo ordenada de dados, tal
que metade dos dados estdo acima e metade abaixo desse valor. (pag. 28)
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Parametros de dispersao (pag. 30)

Amplitude (A) diferenga entre os valores mdximo e minimo do conjunto de

dados. (pdg. 30)
N N
Desvio médio absoluto |(5x| Z —-x| = Z |Ox;] (pag. 30)
i=1 i=1
1 & N
Varidncia 0,2( =N lz_;(xi -%)? = Z;((le = x2 (pag.31)

Desvio-padrao

1 & 1 v =
9 = AN Z(xi—f)z " AN Z(éxi)z = V22 - % (pdg.33)
i=1 i
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Largura a meia altura (I') amplitude dos dados correspondentes a metade da
freqiiéncia méxima (fmax) do conjunto de dados. (pag. 33)

Parametros de correlagio (pag. 40)

Covariancia entre N pares (x;,y;) de medidas associadas as grandezas x e y:
(pag.41)

N N
1 _ _ o
Oxy = 3y ;:1 (xi—x)(yi—y) = ﬁ 221 (0x))(0yi)) =xy—xy

Coeficiente de correlagio linear de Pearson
o
r=—2 (-1<r<1) (pég. 43)
Gx Gy
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Estimativas de erros em medidas diretas (pag.52)

Resultado da medi¢do de uma grandeza

REsuLTaDO DA MEDIQ[NXO DE UMA GRANDEZA

estimativa do valor esperado + estimativa do erro
(e o correspondente nivel de confianca)

Medidas diretas Valores resultantes de medigdes de uma mesma grandeza,
realizadas por um mesmo experimentador, com um mesmo instrumento de
leitura e nas mesmas condi¢des ambientais. (pag. 54)

Estimativa do valor esperado A melhor estimativa para o valor esperado de
uma grandeza a partir de um conjunto de medidas diretas e cuidadosas da
mesma, é a média. (pag. 55)
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Exatidao ou acurdcia Conceito qualitativo para o afastamento entre uma es-
timativa final e o valor esperado de uma grandeza; associado em geral a efeitos
sistemdticos aditivos, resultantes de imperfeigdes instrumentais, observacionais
ou tedricas, que provocam desvios regulares em todas as medidas. (pag. 58)

Precisao Conceito qualitativo para a dispersdo das medidas de uma gran-
deza em torno da média; associada em geral a efeitos aleatérios, resultantes de
flutuagdes inevitaveis no processo de medicéo. (pég. 58)

Erro relativo Conceito quantitativo para a dispersdo das medidas de uma
grandeza em torno da média

O3 O3
B = — e g0, = 100 =
x| x|
se x#0, onde oy é a incerteza considerada para a amostra. (pég.73)

Lei dos erros A caracteristica fundamental de um conjunto {x;} de N medidas
de uma grandeza x que se distribuem normalmente com média x e desvio-
padrdo oy, é: (pag. 65)
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68,3% das medidas estdo entre x—o, e X+0,
95,5% das medidas estdo entre x—20, e X+20,

99,7% das medidas estdo entre x—30, e X+30,

Erro em cada medida (pag. 67)

Uma estimativa para o erro em cada medida a partir de um conjunto {x;} de
medidas diretas de uma grandeza x, é o desvio-padrio (o).

Erro da média (pag. 68)
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Uma estimativa para o erro na estimativa do valor esperado, ou seja, para o
erro da média, a partir de um conjunto de N medidas diretas {x1, x2, x3. .. xn]}

de uma mesma grandeza x, com desvio-padrao o, é dada pelo desvio-padrio
amostral (oy),
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Pequenas amostras (pag. 72)

A melhor estimativa para o valor esperado e a incerteza associados a uma grandeza
x, extraida de uma amostra de N medidas diretas {x1,x ... xy} é dada por

X + o_ onde
1 &
5% = N Z oG] (média das medidas),
i=1
Ox A5
oz = (erro da média).

(erro em cada medida),
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Nivel de confianga (pag. 74)

INTERVALO DE CONFIANGA | NivEL DE CONFIANGA
(x-0,67 o, x+0,67 Gy) 50,0 %
(x—-1,00 o=, x+ 1,00 ay) 68,3 %
(x—1,65 o, X+ 1,65 o) 90,0 %
(x-1,96 o, X+ 1,96 G}) 95,0 %
(x—-2,00 o=, X+ 2,000.) 95,5 %
(x—3,00 o, X+ 3,00 oy) 99,7 %

A partir da amostra {x1,x; ...xy} de N medidas, diretas e independentes, de
uma grandeza x, o nivel de confianga de que o intervalo (x—o_, X+0._) contenha
o seu valor esperado é de 68,3%,

1 &
onde §=N2xi e

NMZ

(N 1)
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Erro padrao (pag. 84)

Uma vez determinados os erros dos tipo A e B, 04 e 0p, com nivel de confianga
da ordem de 68 %, o chamado erro padrdo da estimativa do valor esperado de
uma grandeza pode ser expresso pela combinacdo em quadratura,

— 2 2
0= /0y +0g

Arredondamento (pag. 86)

A regra prética para o arredondamento é truncar o nimero até a posicao desejada
e tratar os algarismos retirados como uma fracdo decimal do seguinte modo:

1. Se a fragdo for maior que 1/2, o tltimo algarismo significativo restante
é incrementado de um digito.

2. Se a fragdo for menor que 1/2, ndo hé incremento.

3. Se a fracdo for igual a 1/2, o tltimo algarismo restante é incrementado
apenas se o pendltimo algarismo for impar.
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Compatibilidade e significancia (pag. 90)

A compatibilidade entre uma estimativa X do valor de uma grandeza x e um
valor de referéncia x,f pode ser avaliada comparando-se a discrepincia [x — Xyef|
com o erro padrao oy da estimativa.

Se a discrepancia cai na regido entre 20_ e 30_, ela ¢é referida, simples-
mente, como “significante”, o experimento é dito inconclusivo e deve,
se possivel, ser repetido com novas técnicas ou maiores cuidados com
as medidas.

Comparacao entre duas estimativas (pag. 92)

e Se os intervalos de confianca de 68 % das estimativas interceptam-se, a
compatibilidade esta assegurada.

e Se os intervalos sdo disjuntos, aumenta-se o nivel de confianca até que
haja a interseccéo.

o Intersecgdes até o nivel de 95%, ou 20, sdo julgadas aceitdveis e acima
de 3¢ inaceitaveis.
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Estimativas de Incerteza em medidas indiretas

(pag. 101)
Propagacao de incertezas
Medidas indiretas envolvendo adi¢dao ou subtracao (pég.102)
se z=x+youz=x-y,
Z=X+youz=x-y e o.=  Jo2+02
z x Y
Medidas indiretas envolvendo multiplicacdo ou divisao (pég. 103)

se z=xy ou z=x/y,

Z=Xy ou z=Xx/y e —=
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Ajuste linear (pag. 112 e pag. 123)

Ajuste linear de N pares conjugados (x;, y;) a reta de equagao

y=ax+b
oy Oy
a=r—=—"
Ox Oy
b=y-ax
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onde:

axy

Oxo—y

N

Gyz\ Z )z_y_y

=1

1 — —
Oxy = N ;(xk - x)(yk - y)

= X777

1 v —
Ox = \NZ(xj—§)2=x2—§2
=1

Cara

Voura

(coeficiente de correlagdo linear)

(desvio-padrao)

(desvio-padrao)

(covariancia)
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Erros (incertezas) no ajuste linear

B lyi — y(x:)]? (yi—ax;— by
= ; N-2 Z N-2
&
ey = 2
a
1 &y
Og = — = —

02N
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Prefixos SI

Fator Nome Simbolo

10%*  yotta Y
102! zetta 4
10 exa E
10¥  peta P
102 tera T
10°  giga G
100 mega M
10° quilo k
102 hecto h
10! deca da
107! deci d
1072 centi C
107 mili m
107° micro i
10°  nano n
1072 pico p
107®  femto f
10718 atto a
107! zepto z
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A fonte dos simbolos®? é o documento oficial do SI (BIPM-1998; NIST-2001).
A fonte da ortografia em portugués é o INMETRO (Portaria n? 002, de 06 de janeiro de
1993).

Note-se o equivalente aos seguintes prefixos:

k = um mil da unidade indicada = 10°> = 1.000
M = um milhdo da unidade indicada = 10° = 1.000.000

G = um bilhdo da unidade indicada = 10° = 1.000.000.000

T = um trilhdo da unidade indicada = 10'? = 1.000.000.000.000

62 O simbolo para o micro é a letra grega 1, desse modo ndo-inclinado, e ndo p, em italico, que
fica reservado para varidvel matematica, p.ex., u = 12,3 um, que se 1é “mi igual a 123 décimos

de micro metro”.
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psi
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