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Estatistica basica - 1

Esta aula é baseada em um dos cursos de verdo do CERN

Practical Statistics for Physicists
Louis Lyons/ Imperial College and Oxford

Livro de referéencia
Statistics for Nuclear and Particle Physicists, Cambridge University Press, 1986
J. H. Vuolo, Fundamentos da teoria de erros, 1996

V. Oguri, et. al., Estimativas e erros em experimentos de Fisica, 2013



Topicos
1) Introducgdo

2) X?
3) Estatistica Frequentista e Bayesiana



Introducado

O que é estatistica?

Probabilidade e estatistica

Por que incertezas?

Incertezas sistematicas e estatisticas
Combinacdo de incertezas

Combinando dados de diferentes experimentos

Distribuicoes: Binomial, Poisson e Gaussiana



O que fazemos com estatistica?

Determinagdo de parametros (valor esperado)

- Por exemplo, massa de particulas = 80 + 2 GeV

Ajuste de dados / MC

- Os dados concordam com a teoria?

Teste de hipoteses

- Entre as teorias 1 e 2, qual é a mais adequada?

Nos ajuda a decidir

- Qual experimento devemos fazer a seguir?

FAE tem uma grande demanda de financiamento e tempo, entdo quanto
mais tem se investe em estatistica = melhor a informagdo dos dados. s



Exemplo: Vamos jogar dado

Probabilidade Estatistica
Temos que P(5) = 1/6, qual a Tento 20 vezes 0 5 em 100
P(5) 20 vezes em 100 tentativa, qual € P(5)?
tentativas? Determinagdo de pardametros

Se der 60 #par em 100
tentativas, isso é
tendencioso?

Se ndo for tendencioso,
qual a P(n #par em 100
tentativas)? Ajuste de dados

P(#par) = 2/3?
Teste de hipoteses

Teoria = Dados Dados — Teoria



Por que precisamos de incertezas?

 Interfere na conclusdo dos nossos resultados
- Pro exemplo: Resultado/Teoria = 0,970

Se 0,970 + 0,050, dados compativeis com a teoria
Se 0,970 + 0,005, dados incompativeis com a teoria

5e 0,970 + 0,07, precisamos de um experimento melhor

Conhecem o experimento feito para testar a Relatividade Geral em
Harwell na década de 60?

K. Hentschel, "Measurements of Gravitational Redshift Between 1959 and 1971", Annals of Science 53, pp. 269-295, 1996.



Incertezas sistematicas + estatisticas

Veja o pendulo por exemplo: g=4m2L /12, 1=T/n

* Estatisticas/Randomicas: acurdcia imitada, tem resultados
espalhados a cada repetigdo (método de estimativa) T,L

* Sistemadticas: Mais provadvel causar deslocamento ao invés
de resultados espalhados T,L
Ao calibrar o instrumento Sistemdtica —» Estatistica

Existem mais sistematicos: amplitude pequena, rigidez do
fio, corregdo para g ao hivel do mar, etc

Uma possibilidade de cancelar o sistemadtico da-
se ao fazer a razdo de g em locais diferentes.



Apresentagdo de resultados

Apresentagdo de resultados: g + 0., + Oyt

Ou com as incertezas combinadas em quadratura: g + o

Pode-se também apresentar todas as incertezas
sistemadticas separadamente, mas é muito raro. Isso é
utilizado para ter acesso a correla¢gdo com outras
medidas
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Combinacdo de incertezas

3. O cdlculo da média é o suficiente: N medidas x; +o
[1]x,+0 ou [2]x; +0//N?

4. Vamos jogar moeda

Caso tire cara =0 e coroa = 2 (1z1)

Depois de 100 jogadas, A

[1]100+100 ou [2]100+107? | |
Prob (0 ou 200) = (1/2)s ~ 10-30 0 100 200

Compare com a idade do universo ~1018 segundos
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Propagagdo de erros para diferentes fungoes

* Ver capitulo 4 de V. Oguri, et. al., Estimativas e erros
em experimentos de Fisica, 2013

Emgeral: U = f (;’I‘Jj ’y)

_(9FY 0f o 2 (Of\ (Of
()], ()], e (3 (3

(Z,7) (Z,9)

(Z,79)
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Propagagdo de erros para diferentes fungoes

* Ver capitulo 4 de V. Oguri, et. al., Estimativas e erros
em experimentos de Fisica, 2013

w=f(z.9)
) U =T Y > Oy = \/J§ + O',g, T 2rozoy

i) U= 1Y AV I
ou > %—\/(%)Z(%) 2 () (‘%)
u=1x/y B




Combinag¢do de resultados

* Ver capitulo 4 de V. Oguri, et. al., Estimativas e erros
em experimentos de Fisica, 2013
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Diferenca entre média e adi¢do

Suponha uma ilha isolada com nimero de habitantes
constante. Quantas pessoas sdo casadas?

Numero de homens casados = 100 + 5 k

Numero de mulheres casadas = 80 + 30 k
Total = 180 + 30 k
Média =99 + 5k
Total = 198 + 10 k

Concepgdo tedricas adicionais (inquestiondveis) melhoram
a precisdo da resposta

15



Distribuicdo binomial

Ndmero N fixo de ensaios independentes

Podendo ter somente dois resultados: “sucesso” / “fracasso”

Qual é a probabilidade s de sucessos?

Exemplos de experimentos binomiais:

Jogue o dados 100 vezes. Sucesso = "6”. Qual a probabilidade de

termos O, 1,. . ., 49, 50, . . . 100 sucessos?
A eficiéncia da reconstrugdo de tragos = 98%. Para 500 tracos,
probabilidade que 490, 491, . . . . 499 , 500

A distribuigdo angular é 1 + 0,7 cos 6? Qual a probabilidade de
ter 52/70 eventos com cos © > 0 ?

16



Distribuicdo binomial

N

— (N—s)!slps(1 o p)N_S

Nimero esperado de sucessos = »  sP = Np

Variancia do ndmero de sucessos — Np(l — p)

Se p ~ 0, variancia ~ NP

Se p ~ 1, variancia ~ N(1-p)

17



Distribuicdo binomial

Exemplo: Considere que numa grande rede de
computadores, em 607% dos dias ocorre alguma
falha. Construir a distribuicdo de probabilidades
para a varidvel aleatoria X = ndmero de dias com
falhas na rede, considerando o periodo de
observagdo de trés dias. (Suponha independéncia.)

N=3 p=06 1-p=0,4

= (N]—Vs!)!s!ps (1—p)"s

18



Distribuicdo binomial

Exemplo: N = 3 p-06 l-p-04
S
0 _

P(S =0) = 5= O),O,o 60(1—0 6)3 =1.0,6°.0,4° = 0,064
P(S=1)= = 1),1,0 61(1 —-0,6)°"1 =3.0,6%.0,4% = 0,288
P(S=2)= = 2),2,0 6%(1 —0,6)°"2 = 3.0,6%.0,4' = 0,432
P(S =3) = 5= 3),2,0 63(1 —0,6)%73 =1.0,63.0,4° = 0, 216
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Distribuicdo binomial
1-p=0, 4
0,432

p=0,6

Exemplo: N = 3
X p(x)
0 0,064
1 0,288
2 0,432
3 0,216

Total

1

20



Distribuicdo binomial

Estatistica: Estime p e o, tendo s (e N)?
p =s/N
0,2z 1/ Ns/N (1 - s/N)

Casos limite:

_— _ Continua |
- p = const., N = o: Binomial = Gaussiana R
. —>00

* w=Np,o2=Np(1l-p) S—
-~ N = o, p > 0, Np = const.: Binomial = Poisson

* 4u=Np,o2=Np

21



Distribuicdo de Poisson

Probabilidade de N eventos independentes
ocorrerem num tempo t continuo com uma taxa
constante.

Exemplos: eventos in bin de histogramas (lembre do
limite da Binomial)
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Distribuicdo de Poisson

Probabilidade de N eventos independentes
ocorrerem num tempo t continuo com uma taxa
constante.

_imite da Binomial
n N o
P(X £ x) m[ _Jpx(l -p)'™ po
- npk—= i =0
ltre—ir
P(X =x) > (x=0.1.2..)

X!

23



Distribuicdo de Poisson

As probabilidade de uma distribuigdo de Poisson:

— At T
Pa: __ € 3;|>\t _ e—ulua:/x!

<n>=t=u

o5 = — X+ /X

24



Binomial

(3 p=15% &l p=173
Bir- a 83
L]
L ]
bozp e 1
Pir)
-
o1 . LRl i
[ ] L]
0 2z & & & o i @ 7T 4 & 8 W N
[ i Fr —=
— ) p=171 a3 - i p=5r8
-
[ ]
T“-"" & a2 | .
P i
ot F ' o ol b B el
& ¥
L]
o ] i i T R T W 1 I ¥
@ r 4 &5 B W R g 7 L & B W 17
r —a : r o=
Fig. A3.1 The probabilities P{r}.mmlmdb
tribution, for r seceesses out of 12 independent trials, when ke

peobability p of success in an individual trial is a5 specified in tbe
diagram. As the expecied number of sucossses ia 12p. the poak of
the distribmtion mowes to ibe dglt a8 p increases. The RMS width

of the distribution is +/12p(1 — p) and hence is largest for p = i.

Sinoe the chance of sucdceas in the p = é case is equal 1o that of

failure for p = 4, the diagrams [a) and (4] are mirvor images of

cach other. Similasly the p = i gtmation shown in (2] 2 symmetic
aboul F = § suoceRees.

{a) k=12
0.4
+ L ]
P,
0.2 .
-
i i L. 3 .
i} &
[t
[ ) AsS
0.3
b #
o i & L
01 = -
L]
L L]
- -
1 1 1 i I sa
a & B 12
|
[ k) k=120 e
Dod i e
“r 7+ Poisson,
- [ ]
0.04 |- 2 o
. -~ gaussiana
u . x
| ,.91. 1 1 1 .hj_
1] "W ] 0
o
Fig. Ad.l distributions for different values of the parameter

A (s) A =12 (b) A = 5.0; () A= 20.6. P, is the probability of
observing

r events. {Note the different scales on the three figures )

For each value of A, the mean of the distribution s at A, and the

RMS width is 7. As A increases sbowe about 5, the distributions
lock more and more like Gausszianes,

25



Relevante para o melhor
acordo do ajuste
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Binomial

N—>co, Np=
> A —-IPnissonI

M —> oo

Gaussian
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Ajuste de fungoes

Vamos discutir o problema de obter a melhor
descrigdo dos dados em termos de alguma teorig,
que possuem pardmetros cujos valores ndo sdo

conhhecidos inicialmente. I \ I

- —>

Dados: {x,y. + 0.} I
Teoria: y=ax+b I$ \

28



Ajuste de fungoes

Vamos discutir o problema de obter a melhor
descrigdo dos dados em termos de alguma teorig,
que possuem pardmetros cujos valores ndo sdo

conhecidos inicialmente. I N I
y
1) Os dados sdo consistentes com a 1 §
teoria? Concordancia do ajuste I I A
2) Quais saos os coeficientes angular e I$ v
linear? Determinacao de parametros
x>

Esse método ndo € Unico e pode ser utilizado com outras fungdes! 2o



Ajuste de fungoes

Esse é o melhor ajuste possivel?

Para encontrar o melhor ajuste, é
preciso minimizar o0s desvios
entre o valor observado e o
predito

g = Yos - [ax. + b]

Exercicio: Minimize a soma dos
quadrados dos desvios e encontre
as expressoes para os parametros
aeb

T,
3




Ajuste de fungoes

yix)=ax+b —

B

31



Ajuste de fungoes

O No caso anterior assumimos que as incertezas nas medidas
de y e x sao constantes. Em geral devemos considerar o erro

em cada medida (0i):
N 2 N 5
S(ajb)zz(%—y‘(ﬂ:ﬁ)) :Z[yz‘—(i%er)]

./

Erro efetivo em
cada medida

32



Ajuste de fungoes

O Podemos mostrar (Exercicio - Ver Apéndice F do livro
texto) que as estimativas dos parametros e suas incertezas
sao dadas por:

o g 1 €
y Ty
a=7Tr— 5 Tq = L
Ty J:[: T N
b — ﬂ — ax oy = T4 1-2

33



Ajuste de fungoes

* Plote os dados

* Determine os parametros com seus erros
ae b, por exemplo.

* Veja se o x2é bom

O teste do x? é um teste, ndo paramétrico, de
hipotese para a qualidade de um ajuste, associado a
frequéncia de observagdo ou as proprias medidas de
uma grandeza. Avaliar erros aleatorios.
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Ajuste de fungoes

N es 2
2 _ y? b —y P
X = E: puy
. ¢ Karl Pearson
1—=1
- Usualmente, y** dependem de p pardmetros (obtidos

dos dados)

* Assim, na expressdo de x2, apenas v = N - p sdo tfermos
independentes, ndmero de graus de liberdade da
distribuicdo

35



Distribuicdo de x?2

* Grau de liberdade
* Consideremos que 10 estudantes obtiveram em um teste média 8,0.
Assim, a soma das 10 notas deve ser 80 (restricdo). Portanto, neste
caso, femos um grau de liberdade de 10 - 1 = 9, pois as nove
primeiras notas podem ser escolhidas aleatoriamente, contudo a 10°
nota deve ser igual a [ 80 - (soma das 9 primeiras)].

36
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Ajuste de fungoes

* Aceita-se a validade da hipétese de que uma fungdo
seja adequada para a d%‘rerminag&'o de valores

esperados, quando: X ~1
|4
* No caso de um agjuste linear (v=N - 2), S,n = X2
x2 1 ‘75 2
v N—202(1_T )Nl

O teste do x?permite uma andlise sobre a
subestimacdo ou sobrestimagdo dos erros nos N
pares de medidas das grandezas envolvidas.

38



Tabela do x2

Degrees of freedom (df) x2 valuell®]
1 0.004 0.02 |0.06(0.15|/046 | 1.07 164 2.71 |(3.84 6.64 H 10.83
2 0.10 [ 0.21 |045(0.71(1.39 241 | 3.22 (460 (599 921 | 13.82
3 0.35 058/|1.01(142 237 3.66 464 | 6.25 | 7.82 11.34 16.27
4 0.71 | 1.06|1.65(2.20|3.36 4.88 | 599 |7.78 949 13.28 | 18.47
] 1.14 |[1.61 |2.34 3.00 4.35(6.06 |7.29 924 |11.07 15.09 | 20.52
(5] 1.63 |2.20|3.07 3.83 5.35(7.23 | 856 |10.64|12.59 16.81 22.46
7 2.17 | 2.83(3.82 |4.676.35/8.38 | 9.80 |12.02 14.07 | 18.48 | 24.32
8 2.73 349 (459|553 7.34 952 |11.03 |13.36 15.51  20.09| 26.12
9 3.32 4.17 |5.38 |6.39 | 8.34 | 10.66 | 12.24 | 14.68 16.92  21.67| 27.88

10 3.94 | 4.87 6.18 | 7.27  9.34|11.78 | 13.44 | 15.99 |18.31 | 23.21 | 29.59
P value (Probability) 0.95 0.90 0.80 0.70 050 030 0.20 0.10 0.05 0.01 0.001



Frequentista e Bayesiana

* A diferenca basica

- Bayesiana: Probabilidade (pardmetros, a partir dos
dados)

* Grau de liberdade, aplica-se a um Unico evento ou
constante fisica

- Frequentista: Probabilidade (dados, a partir dos
pardmetros)

* Frequéncias (n-—), ndo aplica-se a um Unico evento
ou constante fisica

41



Frequentista e Bayesiana

* Bayesiana:

- "Bayesians abordar a questdo em que todos estdo
interessados, usando suposigdes que hinguém
acredita”

* Frequentista:

- “Frequentistas usam a légica de forma impecavel
para lidar com um problema que ndo interessa a
ninguém”

42
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