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LAPLACE e (FAUSS introduzem no inicio do século XIX duas importantes ferramentas na Estatistica, a utilizacao da distribuicao normal para caracterizar os erros

(e nao apenas como uma aproximacao da binomial) e a utilizacao da distribui¢ao normal como uma distribuicao aproximada da média em amostras de grande dimensao

(Teorema Limite Central de ambito geral).

Os erros de observacao

Quando se pretende medir o valor de uma grandeza ha, regra geral, erros associados a essa
medicao que podem ser sistematicos (atuam sempre no mesmo sentido e, habitualmente, estao
associados ao método de medicao utilizado) ou fortuitos (que tém origem em causas aleatorias e,
como tal, atuam em ambos os sentidos de forma nao previsivel).

Seja y a quantidade que pretendemos medir (desconhecida) que é uma funcao de outras quan-
tidades (conhecidas) x; (j = 1,...,m), na qual hd k incognitas (parametros) 3; (i = 1,...,k).
Contudo, nao observamos o valor exato de y, mas cada uma da n observacoes y., ¢ = 1,...,n
desta medida tem um erro fortuito associado que representaremos por €; = y. — y. Deste modo,

considerando que nao ha erros de ordem sistematica, podemos modelar as observacoes através de
Y. — f(xilaaji%"' 7$im7£17627'” 75/{) T &, 1= 17 , 10,

onde y, representa a i-ésima observacao de y que lhe tem associado o erro (fortuito) ;. Pretende-se

analisar qual é a quantidade, definida em funcao das observacoes, que deve ser utilizada de forma a

melhor estimar a quantidade y. A forma mais usual da funcao f é considerar um modelo linear,

yl.:ﬁo—l—ﬁllBil—FﬁQQZiQ—l—"'+5m33¢m+8¢, 1=1,...,n.

Este tipo de problema surgia frequentemente no século XVII
em astronomia. Nestas aplicacoes pretendia-se determinar os va-
lores dos parametros (coeficientes) com base num conjunto de
observacoes. Deste modo, se tivermos o mesmo numero de ob-
servacoes que coeficientes podemos determinar os valores desses

coeficientes (teremos o mesmo numero de equagoes e coeficientes

e, como tal, supondo independéencia entre as diferentes equacoes,

teremos um sistema possivel e determinado).

Todavia, se o nimero de observagoes for superior ao nimero de coeficientes (mais equagoes que
incognitas) o sistema serd impossivel (inconsistente) devido aos erros que as observacoes contem.
Muitas vezes escolhia-se apenas algumas observacoes (em igual nimero que os coeficientes) e

determinava-se os coeficientes resolvendo esse sistema.

A distribuicao dos erros fortuitos

THOMAS SIMPSON (1710—1761) foi o primeiro, em 1755, a aplicar a teoria da probabilidade
na analise dos erros (fortuitos) de observacao, considerando que os erros deste tipo sao igualmente
provaveis de serem positivos e negativos, limitados e continuos, tendo utilizado uma distribuicao
triangular para os caracterizar (concluido a forma da distribuicao da média de erros com esta
distribuigao). Deduziu igualmente que a média de um conjunto de observacoes de determinada

quantidade muito provavelmente tera um erro associado menor do que o erro de cada observacao

individual, uma vez que os erros compensam-se, contrariando uma ideia usual na época de que
a média, por resultar da soma de muitas observagoes (e consequentemente de muitos erros) teria
necessariamente associado um erro maior do que cada observacao.

PIERRE LAPLACE (1749—1827) utilizou diversas distribuicoes para caracterizar os erros, tais
como a uniforme, a quadratica, a cosseno, a semi-circular ou a exponencial dupla (atualmente de-
nominada por distribuicao de Laplace), na procura de obter a distribuicao da média dos erros. Para
a obtencao de uma estimativa y de y, fungao das observagoes y. (¢ = 1,--- ,n), eram utilizados
o método da médias (utilizar a média ponderada como estimador — y = > wyy; com > w; = 1,
sem haver qualquer justificacao para tal procedimento), o método dos minimos desvios absolutos

(minimizacao de ) w;|e;|) e o método de minimizar o maior desvio absoluto (ming, . 5 max;|&;|),

que corresponde a uma solugao do tipo minimax (minimizar o pior cenario possivel).

O método dos minimos quadrados

O método dos minimos quadrados foi pu-

blicado independentemente por ADRIEN-MARIE s

LEGENDRE (1752—1833), em 1805, e por CARL
FRIEDRICH GAUSS (1777—1855), em 1809, na obra
que inclui a sua célebre previsao da localizacao do
planeta anao (atualmente asteroide) Ceres. A pri-

B nazia deste resultado foi disputada por estes dois |

,\\ o . . .":--‘:.\" ’ : ‘_@31{1”
i matematicos, pois apesar de LEGENDRE o publicar $
L , Yogonalhe.
primeiro, (GAUSS tera apresentado o resultado antes P i

(em 1795), sendo atualmente este resultado atribuido LLEGENDRE

usualmente a (GAUSS.

O método dos minimos quadrados tornou-se um sucesso imediato, nao s6 pela sua simplici-
dade, quer conceptual quer computacional (bem mais acessivel que minimizar a soma dos desvios

absolutos), bem como pela sua generalidade e relacao com outros métodos que ja seriam aplicados.

A distribuicao normal e o Teorema Limite Central

(GAUSS, em 1809, justifica a utilizacao do método dos minimos quadrados em termos proba-
bilisticos, demonstrando que a estimativa obtida por este método corresponde ao valor com maior
probabilidade a posteriori (moda) se os erros forem caracterizados pela distribuicao normal (Lei
de Gauss). Contudo, GAUSS nao conseguiu justificar a utilizacao da distribuicao normal para os
erros, referindo que é a unica distribuicao para o erro que faz com que a meédia aritmética se torne

no valor mais provavel quando temos observacoes de uma unica quantidade desconhecida.

LAPLACE desenvolveu metodologias, utilizando funcoes geradoras
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(transformadas de Laplace) e analise assintotica de integrais, para deduzir

as probabilidades aproximadas para medias de muitas observacoes e, deste
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modo, concluindo que independentemente da distribuicao que caracteriza
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lizando a Lel de Gauss, resultado que corresponde a primeira versao geral
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do Teorema Limite Central (resultado que s6 foi rigorosamente demonstra-
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do em 1901 por ALEKSANDR LYAPOUNOV (1857—1918)). L

A denominacao Teorema Limite Central s6 surgiu em 1920 através de
GEORGE POLYA (1887—1985), por considerar que este teorema assume
um papel central entre os resultados sobre convergencia, sendo por isso
fundamental na Teoria da Probabilidade e na Estatistica. Todavia, esta

denominacao é, por vezes, interpretada de forma erréonea, ao ser conside-

rado que o nome deriva de o resultado apresentar a convergencia do centro

(média) dos dados.
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Este resultado também permitiu que LAPLACE justificasse a utilizacao da Lei de Gauss para
caracterizar os erros, pois cada erro pode ser visto como a média de muitas influéncias indepen-
dentes e, como tal, ser caracterizado por esta Lei, razao pela qual esta distribuicao foi, durante
muito tempo, denominada por lei dos erros ou lei dos desvios.

Por outro lado, uma vez que as estimativas habituais correspondiam a médias ponderadas das
observacoes, LAPLACE conclul que o estimador sera igualmente caracterizado aproximadamente
pela lei de Gauss se houver um grande nimero de observacoes (independentemente das distribuigoes
que caracterizam os erros individuais). Por fim, demonstra igualmente que estas estimativas tém
0 menor erro esperado comparativamente com quaisquer estimativas que correspondam a meédias

ponderada das observagoes (entre as estimativas lineares). 5/13



