Estimativas e Erros

Propagacao de erros e Ajuste de fungoes
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Valor esperado de uma grandeza

Valor esperado: valor hipotético, Y, de uma grandeza, equivalente
a0 valor medio de medigoes repetidas indefinidamente

‘Fazemos uma estimativa para o valor esperado, a partir de um
conjunto finito de medidas de uma grandeza

Chamamos esse conjunto finito de uma amostra de todos os
possiveis valores para as medidas, ou populacao
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Fracao de occorréncias

Distribuicao Gaussiana .
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Distribuicao Gaussiana
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Lei dos Erros

“Lei dos Erros™: Para um numero indefinidamente grande de
*medldas a distribuicao das frequencias das medias se aproxima de

|uma dlstrlbmgao Gaussiana
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Intervalo e nivel de confianga (Dist. Gaussiana)

NIVEL DE ,
INTERVALO DE CONFIANCA Intervalo de confianga a nivel de
CoONFIANCA (CL)

confianca de 68,3%
(x—-0,670_, X+0,670.) 50,0% /
(x — 1,00 o, x+ 1,00 GE) 68,3 %

= = Intervalo de confianca a nivel de
x—1650_, x+1,650_ 90,0 %

(_ UF B %) confianca de 95,5%

(x-1960_, x+1960.) 95,0 % /

(x-2,000_, x+2,000.) 95,5 %

(x—=3,000_, x+3,000.) 99,7 %

Em geral para um intervalo de confianga [a,b], o nivel de
confianga pode ser interpretado como a fragao de ocorrencias
em que o valor esperado U se encontra neste intervalo, se o
experimento for repetido um grande numero de vezes.
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Propagacao de erros

Propagagao de erros
u=f ()

Estimativa da grandeza
associada (medida indireta) Medidas diretas de uma grandeza x:

{x1,29,..., 2N}

Consideremos a grandeza u como sendo uma fungao de medida indireta de uma grandeza x.

Como estimamos a incerteza de u! ==> Propagacao de erro!
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Propagacao de erros

vu=f(2)

r T+ Ax T
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Propagacao de erros

A estimativa do erro de u depende
da inclinacao da curva.

af
dx

Oy =

>
L

10 Estrutura da Matéria | - DFNAE



Propagacao de erros
u = f(x)

Considerando que as medidas da grandeza x se distribuem em torno de xe que f(x) possa ser considerada
como uma funcao linear de x no intervalo considerado.
Podemos expandir f(x) em uma série de Taylor em X até o termo linear da expansao.

u = f(x) = f(X) - <Z’£>X(x — X)
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Propagacao de erros
i = f(X)

A variancia do valor esperado de u € dada por:

1 N
- S X - D+ (3F) 5= oo
i=1

df\2'1 &
2 —\2

af
dx |.

2
Oy

O erro da média sera dado por:

Oy

O- = —

VN

df

dx

12

df
dx
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Propagacao de erros

Estimativa padrao da incerteza

Exemplo:

u=ar = o0z = |a|oz
a o

U= — = 075 = _—20'55
L L
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Propagacao de erros

Propagagao de erros

Estimativa da grandeza
associada (medida indireta) Medidas de duas grandezas x e y:

(1, 91),(x2,92) 5., (TN, YN) }

— Oy

Queremos obter: ”(7,
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Propagacao de erros

Em geral:

Considerando que as medidas das grandezas x e y se distribuem em torno dexe y e que f(x,y) possa ser
considerada como uma fungao linear de x e y.
Podemos expandir f(x,y) em uma série de Taylor em X e y até o termo linear da expansao.

0f
0x |/~ - 0y

(y — )

(Z,9)

\
Derivada parcial de f (x,y) em

funcao de x, com y constante,
aplicada no ponto (Z, y)

= u = f(z,7)
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Propagacao de erros

1 = f(X,y)
94 2
1 & i 1l | of of _
os Ng,w,—u)z:ﬁ; G+ | — xy(x—x>+ a—yxym—y)—f(x,y)
2
1 & || of of
op = — — (xl—fc)+|— (y; —¥)
Nl,:1 ox %5 dy %5
o2 = af2 1%()6-—)6)2 | 2( iU Z(X—X)( y)
. ox | lel l Vi~ 0X Yi™ )
of | of | of | | of
R 2 2 0| 2L | 2L
0, = 3 o, 1 P o, T P 3 Oy
A ) Y &) ATTOY Iz
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Propagacao de erros

Em geral: u = f (m, y)

o (01N o (1Y Y\ (9
Tu <%> o O-x_|_ (a_y> T O v <8$> (6_3/) (Z,9) oy

(Z,9) (Z,7)
2 2 2
2 _ Ou 2 _ Ox » 9%
N N N

Q
SN
|
N\
QD‘QD
S [~
N

DO

(01N 22 (Of\ (Of
_ 7 <6_y> Ug"‘ (8$> <8y> (Z,9) oy
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Ajuste de fungoes

0 Ajuste de fungoes

y = f(x;a1,a9,...,a,)

f

Medidas de duas grandezas x e y:

N

Estimativa dos parametros

{(x1,y1), (x2,y2),..., (N, YN)} (a partir de uma relagao

funcional postulada)

Queremos obter: @1 =
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Meéetodo dos Minimos Quadrados:
Ajuste linear

y(x)=ax +b —_

B/

y(x;)

X
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Meéetodo dos Minimos Quadrados:
Ajuste linear

Queremos minimizar a soma dos quadrados das distancias
entre a medidas observadas e os valores previstos pela
relagao funcional entre y e x:

:Z(?/z‘—y

1=1 )

Mz

(azx; + b)]°
1

Medida
observada — f (33’&7 a b) = ax; + b
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Meéetodo dos Minimos Quadrados:
Ajuste linear

0S al

- = —2 i \Yi — ULy — U) —
7 ;:1 z; (y; — ax; — b)
0S al
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Meéetodo dos Minimos Quadrados:

oz
a,:’]"—y:
Oy

b=y — aZx

é‘h

|

—
.MZ

Ajuste linear

1 €

" 0u /N

Q
St
|
Q
Q
&
(\)
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As estimativas dos parametros e suas incertezas sao dadas por:
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Meéetodo dos Minimos Quadrados:
Ajuste linear

y(x)=ax +b —_

B/

y(x,) - S R

X, X, x
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Meéetodo dos Minimos Quadrados:
Ajuste linear com peso

No caso anterior assumimos que as incertezas nas medidas
de y sao desconhecidas. Em geral consideramos o erro em
cada medida (0):

S (a,b) :i (yi—y(xi)>2 S i — (azéi+b)'

1=1 * -

Erro em cada medida

Questoes:

Deduza as expressoes para as estimativas dos parametros
segundo o Metodo dos Minimos Quadrados.

Como incertezas de medigao da variavel x podem ser incluidas

no metodo!
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Meéetodo dos Minimos Quadrados:
Ajuste linear com peso
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Meéetodo dos Minimos Quadrados:
Ajuste linear com peso
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Meéetodo dos Minimos Quadrados:
Ajuste linear com peso

l — Ty — T
O—Z( ) TN =T
N

o _
=3 (2) e

o)

1=1

.
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Método dos Minimos Quadrados:
Ajuste linear com peso

Xy — Xy 1 ] & /02
a = ) y_NZa)lyz_NZ<;> Vi
Ox i=1 i=1 i
B B & 1 <8 /02
p— —_ X = — w:X. = — — X
b =7y~ ax W 2O N;(Ui) l
_ 1 N
o, = gzzg
X =1 !
6[9:061 x2

28
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Meéetodo dos Minimos Quadrados:
Ajuste linear

/--\ IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII T T IIII|IIII|IIII,\
0] - . . . T
. 4NN Ajuste linear simples .~

S 100_ J . p //' —
~— R Ajuste linear com peso i 7
> - |
80 —
60_ //;/,’ |
40 -
201 -

O_I III|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII_

O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 5C
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X (u.a)
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y (u.

Meéetodo dos Minimos Quadrados:
Ajuste linear

IIII|IIII|IIII
4

N

100__ ---------- Ajuste linear simples B g 100__ ---------- Ajuste linear simples ’ ]
e Ajuste linear com peso + 1T~ e Ajuste linear com peso A

i i > i + ‘:
801 - 801 -
I P ] I s :
60/ e 1 eop d -
: v : : - :
40- 1 a0- A -
L : - :
20 | //// ] 20 _/’x,x |
O_I (I | [ | L1 11 | [ | [ | L1 11 | [ | [ | L1 11 | L1 I_ O_I (I | L1 11 | [ | [ | L1 11 | [ | [ | L1 11 | [ | L 11 I_
O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
X (u.a) x (u.a)
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y (u.a.)

y (u.a.)
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Meéetodo dos Minimos Quadrados:

Exercicios:

|) Use os dados abaixo para fazer um diagrama de dispersao dos dados e
ajustar uma reta atraves do método dos minimos quadrados com
peso.

[SESESE SRS

2) Faca o mesmo que em 1), com esses dados:

[SESESE SRS S]

174
. 342
.5

.643
.766
. 866
.94

.174
. 342
.5

.643
.766
. 866
.94

X

X

0.122 +-
0.242 +-
0.35 +-
0.438 +-
0.522 +-
0.588 +-

0.649 +-

0.122 +-
0.242 +-
0.35 +-
0.438 +-
0.422 +-
0.588 +-

0.649 +-

0.001
0.001

0.002
0.002
0.003
0.003

0.003

0.001
0.001

0.002
0.002
0.1
0.003

0.003

Y

Y

Ajuste linear

32
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Reta de calibragao e interpolagao

y reta de ajuste

y obs

< €x =

‘v
~ a
Interpolacao
direta

Yobs — L L €4

Interpolacao
indireta

v

xobs (yobs — b) X

a
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Faixa de confianca
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Extras
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Parametros de posi¢do

i) Média:
N

Valor médio de um conjunto de 7 — 1 tratost... tay 1 T
dados {xi, X2, ..., XN}: N P

- M
Dados em M c,:Ia.sses (intervalos) ngwy A ngms . ey
com ponto médio {xi, X2, ..., xm} T = N - N an%
e frequéncia {ni, ny, ..., Nm}: g=1

ii) Moda: Valor mais frequente de um conjunto de dados {xi, X2, X3, ..., XN}

. .. 2 2 2 2 N
iii) Média quadrdtica: . = \/:1;1 R T UL S BRI N
N \ N &=
1=1
iv) Mediana (Mesma N (fmpar) — Tmed = T(N4+1)/2
quantidade de dados abaixo N  Tny2 F Tv/24)
e acima da mediana): (Par) — Tmed = 9
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Parametros de dispersao

Varidncia: Média dos quadrados dos desvios (Ox;)

N N —\2 —\2
1 1 2 (r1—Z)"4+... +(zny — T)
z:1 1=1
Note que a expressao 1 N 1 N 2 -
para a variancia pode ser 52 — - = €T, — 12 — F°
simplificada por: © N Z:Zl z (N Z:Zl Z)
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Parametros de dispersao

Desvio padrado: Raiz quadrada da variancia, ou media
quadratica dos desvios

N 2 N2
|1 (i =7)" 4.+ (oy — )
= g =y

) 0, = \/2x? — T?
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Representando duas variaveis

Diagrama de dispersao: Grafico representando medidas em
duas variaveis {(x1, Y1), (X2, ¥2), ---» (XN, YN)}

> 1_"'!"'["'!"':'":'":"':"':"':"'_

Exemplo: Considere o8- N=1

um conjunto de dados 06— ................ ............... ............... ________________ _______________ ................ __________ :
de duas variaveis (X,)’) 0.4 ;_ ................ ............... ............... ................ ............... ................ (X:I, )’I)

0.2 i e B

3 ST N S T N

02 T

) S S N S

OBt

e~

_1"...IH,il..i..lil..il.li.[.Il..i..li.l.‘

-1 -0.8-0.6-04-02 0 0.204 06 0.8 1
X
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Representando duas variaveis

Diagrama de dispersao: Grafico representando medidas em
duas variaveis {(x1, Y1), (X2, ¥2), ---» (XN, YN)}

Exemplo: Considere

um conjunto de dados
de duas variaveis (X,y)

1_III|III|III|IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII_

0.8 N ..... :3 ........ ............... ........... (X3,)'3 ................ .......... _;
] S e S S S e S S

04_ ................ ............... ............... ................ ............... ................ (X:|y|)
0.2 - ( Xz,yz) ................ e

0._ ........................................................................................................................................................ —

02f T
] S0 S S S S
000 S N N
08E

_1_IIIilllilllilllilllilllilllilllilllilll

-1 -0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.204 0.6 0.8 1
X

40 Estrutura da Matéria | - DFNAE



Representando duas variaveis

Diagrama de dispersao: Grafico representando medidas em
duas variaveis {(x1, Y1), (X2, ¥2), ---» (XN, YN)}

> 1_"'I"'I"'l"'"""""""'"'_

Exemplo: Considere 08E N=6
um conjunto de dados (Y
de duas varidveis (xy) P -~
0.2 '_ ................ ............... ............... ................ ............... ................ . ...... _
S
DY 0 U2 A
4N
Y
P e R S N S

_1_IIII[IIIIIIIIIIIIlIIIIIIIlIIlIlIIIlI[II

-1 -0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.204 0.6 0.8 1
X
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Representando duas variaveis

Diagrama de dispersao: Grafico representando medidas em
duas variaveis {(x1, Y1), (X2, ¥2), ---» (XN, YN)}

>
Exemplo: Considere

um conjunto de dados
de duas variaveis (X,y)

10
0.8
0.6
0.4F
0.2
O
020
0.4F
0.6F
0.8F

IIIIIIIIIIIIII'IIIIIIIlIIIlIIIlll_

III[IIIIIIIIIIIIlIIIIIIIlIIlIlIIIlI[II

_1-1'
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Representando duas variaveis

Diagrama de dispersao: Grafico representando medidas em
duas variaveis {(x1, Y1), (X2, ¥2), ---» (XN, YN)}

> 1 _I [l I I I [ I I | [ [ [ I [ I [ I [ I_

: N[ =" % 7

Exe m P I O: CO NSI d ere 0.8 :_ ...... N ..... _. ..... 2 ............. ................ ............... ................ ......... .__
um co nj unto d e dad oS 06 __ ................ ............... ............... ................ ............... .Q ....... . .......... ]

de duas variéveis (X’y) 0.4 __ ................ ............... ............... . ................ ............... . ......... ..........

0.2 ‘_ ................ ............... ............... ................ _______________ ________________ Q ....... -

B T
04 @S
LBt

088

_1_IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

-1 -0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.204 0.6 0.8 1
X
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Representando duas variaveis

Diagrama de dispersao: Grafico representando medidas em
duas variaveis {(x1, Y1), (X2, ¥2), ---» (XN, YN)}

Exemplo: Considere

um conjunto de dados
de duas variaveis (X,y)

1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
0.2
0.4
-0.6%

_~ ............. . .
_08£. ................ ,.

IlilllillliIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

..................................................................................................................... —

-11 -0.8-0.6
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Representando duas variaveis

Diagrama de dispersao: Grafico representando medidas em
duas variaveis {(x1, Y1), (X2, ¥2), ...,

>
Exemplo: Considere

um conjunto de dados
de duas variaveis (X,y)

(XN, YN)}

1

0.8

0.6
0.4
0.2
0

Ddpe @ OOy g
0BE g

o ¢ o
0. 8%" ............... . ........... ............... ................ ............... ................ .......... _:
1 | .| | | .| | | .| | | .| | L1 1 | 11 I .| | | .| | L1 1 | | | I:

0.2 :_ ............... .......... .............. . ................ .............. ................ .......... ]

IIIIIIIIIIIIIII|IIIIIIIII.IIIIIIII‘IIII

-1 -0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Parametros de correlacao

i) Covaridncia: media dos produtos dos desvios nas duas
variaveis (Ox; e Oy;)

] — 1
Ozy = A7 E 0x;0y; = N E (zi — ) (yi — 9)
1=1 1—=1
@ =) -yt v —2) (v — )
N
Note que a expressao para a O — T — T
covariancia pode ser simplificada por: Ty Y Yy
e que nao importa a ordem das Opy = Oy

variaveis:
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Parametros de correlacao: covariancia

o A ° > 1_IIIIIIIIIIII|IIIII||I.I|III|II|Il|_
Covariancia; N T et e

N
1 _ _ 0.60
Ty = 7 ; (z; — ) (yi — ¥) T
0.2f
Yy~ (0—-=
0.2

m) o0,y >0 0.4

-0.8 f ............... . ..........

- Illilllilllilllillllllil
11720.8-0.6-0.4-0.2 T 0.2
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Parametros de correlacao: covariancia

> 1:IIJIII!III.!III!IIIIII‘III.III‘III.III_

Covariancia: of I

L~ e es v
%y:NZ(fEi—x)(yz‘—y) 8 S o

1 O 4 __ ................ .. ......... ® . ................. . ...... . ................ R

|

—
oo
'I
.
.

1

L0, 2

mm) 0,y <0 0.4F

-0.6
-0.8F

_1—IllilllilllilllilllIlliIi
‘1 -0.8-0.6-0.4-0.2 T .

—

—

- : . : -

O 2 Ses s eeses Savisesseaanisseseeess TR oo SN s . ...... .,,\, .......... —
- H H H H H H —

H -

—

—

—
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Parametros de correlacao

ii) Coeficiente de correlagdo linear de Pearson: covariancia
entre duas variaveis, dividida por seus desvios padrao

r = —1>r <1
O 50y

Correlagao linear, perfeita e positiva: 7

|
p—

Correlagao linear, perfeita e negativa: T

|
|
ek
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Propagacao de erros

Estimativa padrao da incerteza

Exemplo: Adigao ou subtracao de variaveis

u = r y > O'ﬂ:O'j—FO'g::—ny

2 _ 2 2 |
Uu:\/az%%—ag + —0g, ©OU Ju = 0z + 05 L 2rozoy

Se x e y sao independentes
(correlacao nula)
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Propagacao de erros

Estimativa padrao da incerteza

Exemplo: Multiplicagao ou divisao de variaveis

Se x e y sao independentes (correlagao nula):

_ oy 0=\ 2 o\
= — () (5)

ou

u=2zx/y

2
Se a correlacao Ou _ (@)Q_I_ O\ 9 (@) Oy
nao é nula: ‘ﬂ| - T Y - x ]
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Exemplo: dinamometro de mola

b_
i\}_

F (gf) | I (mm)
3 9,2
4 12,2
5 15,0
10 30,0
15 44,6
20 59,5
25 75,1
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Exemplo: dinamometro de mola

F (gf)

10
15
20
25

40

30

20

10
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Exemplo: dinamometro de mola

O comportamento ideal de uma mola nos diz que a sua
elongagao € relacionada com a magnitude da forga aplicada
na mesma:

l=a-F T b Equacdo de uma reta

| /

y=f(z;a,b) =a-x+0

Queremos obter estimativas para os parametros da reta
(a,b). Para isso utilizamos um metodo chamado de “Método
dos Minimos Quadrados’
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Exemplo: dinamometro de mola

F (gf) | I (mm)
3 9,2
4 12,2
5 15,0
10 30,0
15 44 6
20 59,5
25 75,1

a = (2.983 £0.013) mm/gf

b — (0.14 1T 0.18) 1111]

ey, = €, = 0.27 mm

Equagao da reta:
[ (mm) = 2.983 - F' (gf) + 0.14
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Exemplo: Lei de Ohm

I

|
my
~
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Exemplo: Lei de Ohm

P

Y

57

X
vV I/
Medida 1
Medida 2
Medida 3
Medida 4
Medida 5
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Exemplo: Lei de Ohm

P

Y
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A Y

V I
Medida 1 1,98 2,02
Medida 2 3,87 3,99
Medida 3 5,82 6,00
Medida 4 7,76 8,02
Medida 5 9,70 10,05

Estrutura da Matéria | - DFNAE




