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¢ Indistinguibilidade e Estatistica quantica

Sabemos que nos sistemas quanticos as particulas sao
indistinguiveis e sao descritas por funcdes cuja paridade é
definida sob a troca de indices.

Para um sistema composto por duas particulas idénticas temos:

1

wi:ﬁ[wa(l)wB(Z)in<1)wa(2>]

onde 0s sinhails +/-, representam as autofuncoes
simetrica/antissimetrica.



> Fator de inibicdo (1-n)

A exigéncia da indistinquibilidade, reduz a probabilidade de que
um férmion venha a ocupar um estado quantico ja ocupado por
outros n férmions. Este fato se traduz pelo chamado fator de
Inibicao (1-n).

Resumindo:

>n=0 - (1-0)=1, ndo ha nenhun férmion no estado,
logo ndo ha inibicado.

*n=1 - (1-1) =0, ha um fermion no estado, logo a
inibicdo é total.




Para um sistema qudntico de férmions identicos,
ha apenas dois valores possiveis de ocupacao de
um estado quantico: 0 ou 1.

»Vamos examinar um sistema de bosons.

A autofuncao gue representa dois bosons idénticos é dada por:

w;%[wa<1>wﬁ<2>+wu<2>wﬁ<1>]




Se 0s dois bosons ocupam o0 mesmo estado, isto é, a = f3, a
autofuncao é dada por:

HJS:\EKIJB(ULIJB(Z)

e a densidade de probabilidade por:

W Ws=2W, (1w, (2)w,(1)w,(2)




> Se a exigencia da indistinguibilidade da mecanica quantica ndo
fosse levada em conta, a autofuncdo representativa do sistema de
duas particulas, seria:

W=y, (1)w,(2)

Para autoestados a = f3:

W=wg(1)wg(2)

e a densidade de probabilidade:

W™ wl=w, (1) w,(2)w, (1) w,(2)




As densidades de probabilidade sao portanto:

sistema quantico, particulas indistinguiveis

=2 1) 2) Pg(1) g (2)

g,

sistema classico, particulas distinguiveis
W w[=wp(1) we(2)wp(1) wy(2)

ou seja:

W, w=2w w|




A presenca de um boson em um estado quantico particular,
duplica a chance de que um segundo boson esteja no mesmo
estado, em comparacao com 0 caso classico.

Generalizando, podemos dizer que a probabilidade
de que mais um boson venha a ocupar um estado
populado por n outros bosons identicos, é (1+n)
vezes maior do que ocorreria se estas particulas
se comportassem classicamente.

Fator de reforco: (1+n)

Este termo € o correspondente para bosons ao fator de
inibicao para os fermions.



Tabela com simetria de varias particulas

Particulas|Simetria Nome [Spin (S)

elétron | anti-simétrica [férmion| 2

positron | anti-simétrica [fermion| %

muons | anti-simeétrica [férmion| %

proton | anti-simeétrica ffermion| %

neutron | anti-simétrica férmion| 2

alpha simeétrica | boson 0
meson n Simeétrica HOSOoN 0
W+ simétrica HOSoN 1
foton simétrica DOSOoN 1




® Funcoes de Distribuicdoes Quanticas

Para obter as funcoes de distribuicao de sistemas constituidos
por bosons e férmions, vamos examinar as taxas de transicao
entre niveis de energia de um sistema de particulas idénticas,
em equilibrio termico.

Definimos:

e E e E_, energia dos niveis 1 e 2;
1 2
e n_ e n, , numero medio de particulas nos estados 1 e 2;

R ,eR , taxas de transi¢do por particulas entre os estados 1 e 2.



Entao:

n R -taxatotal de transicao do estado 1 para o estado 2.

n R -taxa total de transicao do estado 2 para o estado 1.

—

Se as as taxas totais de transicdo sao iguais

n R =nR ,aspopulacoes medias dos

estados permanecem constantes.

Condicao para equilibrio térmico.




> Particulas classicas

Distribuicao de Boltzmann

—E,/KT

n,=n(E,)=Ae

A condicao de equilibrio resulta em:

—E /KT

E_RZ—&_@

— " _EJKT
n, R, e

Consideremos a seqguir as particulas quanticas.



> Particulas quanticas: bosons

Considerando a condicao de equilibrio as taxas de transicao do
estado 1 para o estado 2 é igual a taxa de transicao do estado
2 para o estado 1, ou seja:

boson __ boson
nRZ,=nmR,",

Porém a taxa de transicao de bdsons do estado 1 para o estado
2 € analoga ao caso classico, acrescida do fator de reforco,
(1+n). Portanto na condic&ao de equilibrio, temos:

n1(1+n2)R1—>2:n2(1+n1)R2->1

(1+n2) R,
2(1"'”1) R,




n(1+4n,) e ™

m(1+n,) ¢ 7%

n, E/kT_ T E,/KT
— e
(14+n,) (1+n,)

Cada termo da igualdade depende apenas da particula e da
temperatura, ambos portanto devem corresponder a mesma
funcao de temperatura:

f(T)=e™



Distribuicdo de Bose-Einstein, a qual especifica
o numero médio ou provavel de bosons
no estado E de energia, de um sistema
em equilibrio térmico.




» Particulas Quanticas: Férmions

Analogamente para fermions, a condicao de equilibrio:
R fermion __ R fermion
Ry, =Nk, 4
n,(1-ny)R, ,=n,(1-m)R, ,

n, (1_ nz) R2—>1 _ e_El/KT

n, (1— n1) R, ., B e KT




Novamente cada um dos termos depende somente da
temperatura.

Distribuicdo de Fermi-Dirac, a qual especifica
o numero médio ou provavel de férmions
no estado de energia E, de um sistema

em equilibrio termico.




® Comparacao entre as Distribuicoes Estatisticas

Distribuigdo de Boltzmann:

nBoltz(E)_ . 1E/KT
Distribuicdo de Bose-Einstein:
Ny (E)= ecerllKT_l
Distribuicdo de Fermi-Dirac:
1

nFD<E>: e(er/KT_I_l



O parametro a, depende das propriedades do sistema em
particular e pode ser uma funcao da temperatura.

® Distribuicdo de Bose-Einstein: termo -1, expressa o aumento da

probabilidade de ocupacdo de um estado de energia por bosons,
comparado com particulas distinguivelis.

® Distribuicdo de Fermi-Dirac: termo +1, é uma consequencia do

principio de exclusdo de Pauli. Nao importa quais valores assumam
a, E e T, n(E), nunca podera ser maior que 1.

Para cada valor de KT, a funcdo é uma exponencial que decai com
1/e.
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®Nas regioes nas quais os valores de E sdo pequenos comparados

com KT (E<<KT), n_>>n_ ; consequencia do termo -1en_<<n_ ;
BE Boltz FD Boltz

consequencia do termo +1.

Nas regioes nas quais os valores de E sdo grandes comparados com
KT (E>>KT), o termo exponencial torna-se muito maior que 1,

portanto, n__~ n N n_ .
BE Boltz FD



°*Energia de Fermi

Definimos energia de Fermi, como a energia na qual o numero
provavel de fermions é igual 1/2(n__ = 1/2)

E = -oaKT
F

Em termos desta energia, a distribuicao de Fermi-Dirac pode
ser escrita como:

Vamos analisar a distribuicao de Fermi-Dirac para diferentes
Intervalos de temperatura.



Distribuicao de Fermi versus temperatura

1,5 T

TK)| «
0 —o0
1000[-3,15

QO O N

Distribuicdo de Fermi para quatro valores de T e de a (Fig 11-3 Eisberg & Resnick)

Para pequenos valores de temperatura, T:

® Em energias E<<E , a exponencial tende a zero e a distribuicion__ = 1.

* Em energias E>>E , a exponencial torna-se dominante e a distribui¢do

nJ
~J

FD Boltz'

E=Ep n,_="%

F



Para T=0 (zero absoluto),

o E<E : Ny E)= T




Resumindo, em T=0:

etodos os estados de energia ate a energia E , estdo ocupados,
enquanto que acima de E , todos os estados estdo vazios;

®para um sistema com N férmions, os estados de energia sdo
preenchidos cada um com 1 férmion, partindo do limite inferior de
energia, ate o limite superior de energia, E = E .

Assim, a energia total do sistema é minimizada.



Para valores baixos de temperatura, poréem diferentes de
Zero, curva b,

e Sendo a exponencial positiva, isto é, E >>KT (E_ ~ E_em T=0):
o féermions em estados ligeiramente abaixo de E , se movem para
estados ligeiramente acima de E . Situagdo representada pela
curva b;

* as mudancas populacionais ficam restritas a estados cujas
energias se situam num intervalo de largura KT (energia
térmica por particula do sistema);

* a distribuicdo da populacdo é praticamente simétrica em torno
da energia de Fermi. Assim, E_ se mantém praticamente

inalterada.

>A medida que a temperatura aumenta esta simetria desaparece e a
energia de Fermi se desloca para valores inferiores, curvas c e d.



eCaracteristicas gerais das fungées de distribuicdo

* Altas energias, E>>KT:

Npp =Ngp=Ng,;, K1

® Baixas energias, E<<KT, (n > 1):

Npp <Npgy, <MNpgg
se Ny, > 1

Quando n << 1, os efeitos da indistinguibilidade sdo despreziveis

pois a probabilidade de que duas particulas ocupem o mesmo estado
qudntico é pequena.



e Aplicacoes das distribuicdes estatisticas
o Aplicacoes da Distribuicao de Boltzmann

* O Laser (Light Amplification by Stimulated Emissions of
Radiation)

Sistema em equilibrio térmico, a temperatura T-:

n<<l => n ~n *n.
Boltz B F

O numero relativo de particulas por estado quantico, nas
energias £ e E, em um sistema em equilibrio termico, dado

pelo fator de Boltzmann, é:
nBoltZ<E2) _ (B EJIKT

n. (E)

1

Boltz



Mecanismos de transicao entre estados de energia em um
atomo

Emissdo espontdnea: transicao entre os estados E, -E ;coma
emissao de um foton de frequéncia, v = (E - E )/h.

Absorcao estimulada: um féton incidente de frequéncia v, de

um campo eletromagnetico aplicado, € absorvido pelo atomo,
estimulando-o a fazer uma transicao do estado de energia E,

para E .

Emissdo estimulada: um foton incidente de frequéncia v,
estimula o atomo a fazer uma transicao de E para E. Ao

retornar para o estado E , um segundo foton de igual direcao,
frequéncia, fase e polarizacédo é emitido.

Em 1917, Einstein apontou a possibilidade da ocorrencia da emissdo
estimulada.
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Fig. 11-6 Eisberg. Esquema de transicao entre estados de energia



Um feixe laser & obtido como resultado de um mecanismo
fisico compreendido e controlado (emissao estimulada) de
forma a produzir um dispositivo de amplo uso no mundo
moderno.

Uma propriedade fisica de fundamental importancia na
producao de um feixe laser é a vida media dos atomos:

*Vida média de um dtomo no estado excitado T ~ 10°s
*Vida média de estados metaestdveis T ~ 107s

Para entender melhor os mecanismos fisicos gue levam a
transicao entre estados de energia, vamos examinar como 0S
trés processos mencionados, resultam da interacdo de um
campo eletromagnético com o atomo.



Emissdo espontanea — processo quantico.

Segundo a eletrodinamica quantica, a emissao espontanea
ocorre porque existe sempre um campo eletromagnético na
vizinhanca de um atomo, mesmo quando nao existe campo
eletromagnético aplicado.

* Na emissdo espontanea o campo eletromagnético que envolve o
datomo se encontra em seu estado de energia de ponto zero (energia
mais baixa que uma particula ligada pode ter). Havera sempre uma
oscilacdo eletromagneética que induz a oscilacoes de carga que levam
0 atomo a irradiar.

¢ Na emissdo estimulada aplica-se um campo -eletromagnético
externo, consequentemente o campo no qual o atomo esta
mergulhado se encontra em um estado energético mais alto, o que
aumenta a probabilidade de irradiar.



Relacdo entre os trés processos

* p(v), a densidade de energia espectral da radiacao
eletromagnética aplicada ao atomo;

-n_€ n, numero medio de atomos nos estados de energia E e
E,sendoE >E ;

+R , taxa de transi¢ao por atomo, de que um atomo no estado
1, faca uma transicao para o estado 2 (absorcdo estimulada);

+R__, proporcional a p(v), comv = (E - E))/h;

*+ emissao espontanea nao contem p(v), ndo ha campo
eletromagnetico aplicado.



As taxas de transicao dependem também de caracteristicas
detalhadas dos estados 1 e 2, via elemento de matriz do
momento de dipolo elétrico entre os estados inicial e final.

‘pﬁ:f w;erz'dT

Assim, podemos representar a probabilidade por unidade de
tempo que ocorra uma transicao do estado 1 para o estado 2
COMmo:

R, ,=Bp (V>

onde B , guarda as caracteristicas dos estados 1 e 2.



Vejamos o caso de emissao de radiacao.

A probabilidade total de que ocorra uma transicao do estado 2
para o estado 1, pode ser representada por:

R2—>1:A21+Bz1p(v>

sendo

A, - probabilidade de emissao espontanea;
B p(v) — probabilidade de emissao estimulada.

A, e B guardam as caracteristicas dos estados 1 e 2



Supondo que o sistema esteja em equilibrio térmico a
temperatura T, com o campo de radiacao p(v). A taxa total de
absorcao sera igual a taxa total de emissao:

nR,_,=n,R,_,

nlB12p(V>:n2[A21+Bz1p(V)]

_Blz p(v)=A21—I—B21p(v)




. n B
Considerando o fator de Boltzmann: L — p!F.=EJ/KT _ ShvIKT

temos:
A21

B,

p(v)=

B
12 hv/KT
—e'V" -1

B21



p(v), a densidade espectral da radiacao, deve ser consistente
com a radiacao de corpo negro de Planck:

Ay
B 8V’ 1
p(\/): B = pT(V): 3 hv/ KT )
12 _hv/KT C —1
—=e —1
B,,
N B A 3
EntAo: —2— n_ BTV
Bz1 Bz1 C

A e B sao chamados coeficientes de Einstein.

A partir da mecanica quantica € possivel obter o coeficiente de
emissao espontanea A e entao os coeficientes de emissao

estimulada, B e absorcao estimulada, B .



Podemos agora analisar a relacao entre os trés processos.
> Os coeficientes de absorcdo estimulada e emissdo estimulada, sdo
iguais;

>A razdo entre os coeficientes de emissdo espontdnea e emissdo
estimulada, é proporcional a v’.

Logo a probabilidade de emissdo espontdnea em relacdo a emissao
estimulada, aumenta com a diferenca de energia entre os dois

estados.



A razao entre a probabilidade de emissao espontanea e a
probabilidade de emissao estimulada € dada por:

Ag — MVIKT _4
B,,p(Vv)

Assim, para atomos em equilibrio térmico com a radiacéo:

> Se hv >> KT, (exponencial predominante) a emissdo espontanea é
muito mais provavel do que a emissdo estimulada;

>Se hv = KT, (exponencial pouco maior que 1) a emissdo estimulada
é significativa;

>Se hv << KT (exponencial da ordem de 1), temperatura ambiente,
transicoes na regido do microondas, v pequena; a emissdo
estimulada é predominante.



®] asers

Razao entre taxa de emissao e taxa de absorcéao:

A, |n

B21p(\/)

n,R,,, _n, A, +n, Bz1p(\’> _

2
nl

1+

R, nlB12p<V)

Para E — E << KT ou hv << KT, o sequndo termo da expressdo pode

ser desprezado portanto:
n,R,_, L

nl R1—>2 nl

Observe que partimos da razdo entre as taxas de emissdo e absorgdo,
sem a exigencia de que o sistema esteja em equilibrio térmico,

portanto este resultado é geral.



Na condicao de equilibrio termico, espera-se n < n; fora do
equilibrio qualquer valor para a razao n /n e possivel.

Se n > n, a emissdo serd maior que a absorgdo, portanto a radiagdo
aplicada, de frequencia v = (E, — E)/h, tera sua intensidade
amplificada.

A medida que o sistema caminha para o equilibrio, a populacao
n,, diminui. E preciso portanto manter a condicao de inversao

n >n.
2 1

O principio de funcionamento dos lasers é baseado na técnica de
controle das populacoes dos estados de modo que esta inversdo possa
ser mantida.



Fontes de luz comum, emitem radiacao incoerentes; nas
fontes de lasers os atomos irradiam em fase com a radiacao

incidente.
Estados envolvidos na transicdo:

> superior - metaestavel com tempo de vida relativamente longo de
modo que seja altamente populado

> inferior - fundamental com tempo de vida infinitamente longo.
Pelo principio da incerteza, AEAt = h.

No estado metaestavel, At é longo(estado superior), logo AE é
pequeno.

Portanto a frequencia da radiacdo é altamente monocromadtica.



oE , com tempo de vida ~1 0° s. Estado de energia mais alto.

oF , estado metaestavel com tempo de vida de % 107 s.

E —E = 5500A

_———ee e e Estado de vida curta

g , RS A
Decaimento espontaneo
&, Estado metastavel

Radiagao de AAn> | vanm>  emissdo
bombeamento wwas ) estimulada
5500 A 6943 A

e Estado fur.ldamental

1

Lampada em forma
de mola Espelho

Espelho semitranspa:ente)

Figura 11-7, Eisberg. Esquema de funcionamento de um laser



eLaser de estado solido - cristal de rubi (Al O ) ,tendo alguns atomos

de Al substituidos por atomos de Cr.

>Atomos de Cr em equilibrio térmico: n, <n_<n .
»Efeito da radiacdo de bombeamento (A = 5500A°): aumenta n, e
diminui n_.

»Por emissdo espontanea, atomos do estado de energia 3 passam
para o estado de energia 2: inversdo de populagcdo, n, > n .

>0 féton de A = 6943A° , emitido nas transicdes do estado 2 para o
estado 1, estimula a emissdo de novos fotons de mesmo comprimento
de onda.

Producdo de um feixe coerente,
monocromadtico e intenso.




* Calor especifico de um solido cristalino

Resultados de Dulong e Petit para o calor especifico de todos
0s solidos a temperatura ambiente, Lei de Dulong e Petit:

C,=6callmol. K Calor especifico constante?

Interpretacdo classica do resultado: cada atomo do solido executa
oscilacoes harmonicas simples tridimensional, em torno de sua
posicdo na rede cristalina, de forma que cada mol tem 3N , graus de

liberdade.
Considerando cada mol com energia KT: E=3N,KT = 3RT,

Sendo N , o numero de Avogrado e R a constante universal dos
gases.



O calor especifico a volume constante sera dado por:

_dE
dTl’

Falha na interpretacdo: dados experimentais mostraram, que 0
calor especifico varia com a temperatura.

Lei de Dulong e Petit C, = 3R = o6cal/mol.k

C, -0 quando a temperatura diminui, sendo proporcional a T3
na vizinhanca do zero absoluto.

Solucdo proposta por Einstein: Incluir a quantizacao da energia do
oscilador harmonico, considerando o sistema constituido por 3
N osciladores harmonicos simples de mesma frequéncia.

Corrigir KT — combinacao da quantizacao da energia de Plank
e distribuicao de Boltzmann:

KT —hvl(e

hV/KT_ 1)

)



Neste caso, a energia de cada oscilador € dada por:

3N AV hvIKT
E= 3

hvIKT _ hv! KT
e " —1 e —1

*O calor especifico calculado a partir desta formula descreve bem
resultados experimentais a temperaturas razoavelmente baixas.

A curva C_X T tem a mesma forma para todas as substancias,

poréem a frequencia v é diferente para cada uma delas.

*A formula obtida por Einstein falha em descrever a dependeéncia
da temperatura (T3 ), para valores muito baixos.

Portanto ha falhas nesta abordagem do problema !



Debye desenvolveu uma teoria apropriada para descrever as
observacoes experimentais.

Vejamos as hipoteses usadas nesta teoria.

> O solido ¢ tratado como um sistema constituido por 3N vibragoes

acopladas.

O problema portanto nao pode ser tratado diretamente e nem
por meio da estatistica de particulas sem interacéo, visto que
as particulas interagem fortemente entre si.

Solucgdo do problema: uso de uma superposicdo dos modos elasticos
de vibracoes longitudinais do solido como um todo para tratar o
problema.

Portanto para resolver o problema €& preciso determinar o
espectro de frequéncia dos modos elasticos das vibracoes
longitudinais.



> Cada modo pode ser tratado como um oscilador independente, com
autovalores quantizados conhecidos, sendo a energia total do
sistema, obtida por uma soma.

> Considera-se que o solido se comporta como um corpo
tridimensional, continuo e elastico.

> Os modos permitidos correspondem as vibracoes longitudinais que
apresentam nos nas extremidades, e sdo caracterizados por um
conjunto (n, n, n ) de numeros que correspondem ao nimero de

nos distintos de cada modo de vibracao.

O resultado e similar ao obtido para uma radiacao de corpo

negro:
N(v)dv = 4V vidv

3
A\

Sendo v a velocidade de propagacao das ondas elasticas e V o
volume do solido.



> O numero de modos de vibragdo é limitado a 3N por mol, igual ao
numero de graus de liberdade translacionais de N dtomos, para

levar em conta a natureza atomica de um solido cristalino.

Esta hipotese impde uma frequéncia de corte, isto €, uma
frequéncia maxima para os modos de oscilacao dos atomos no
solido, a qual pode ser obtida resolvendo-se a integral:

4
“3\/V?nax — 3I\IO
3v
1/3
e dai, _ | 9N,
\Y; —

max 41tV



Tratando-se cada modo de vibracao como um oscilador
unidimensional de energia média, dada pela quantizacao de
Plank e pela distribuicao de Boltzmann:

— hv

L= h\//KT_1

e

A energia elastica total do soélido sera dada por:

E=EN(v)dv= [ |e— 22y

) L€ %

dv

Utilizando-se a variavel adimensional

hv

max

X
max KT



Pode-se escrever:
®/T 3

T4
=R — | —
0

e_

Sendo O a temperatura caracteristica de Debye e x,, = O/T .

O calor especifico de Debye, para um solido é dado por:

x|

O parametro ®, pode ser determinado independentemente do
calor especifico, a partir de outras propriedades do solido.

3

o/T
f 3a’x— 1
0

. Tg@/T_1

@I’ﬂ

Esta teoria apresenta bom acordo com o0s resultados
experimentais. Veja figura 11.5, Eisberg & Resnick.



e Aplicacoes da estatistica de Bose-Einstein
® Gas de Fotons e a Lei de Radiacao de Planck

Consideremos um sistema constituido por fétons a temperatura
T, em equilibrio térmico com as paredes da cavidade, que o

contém. Este sistema pode ser tratado como um gds de fotons,
sendo governado pela distribuicao de Bose-Einstein.

Vamos examinar a distribuicao de energia por unidade de
volume no intervalo de frequéncia entre v e v+dv, deste
sistema (densidade espectral de energia).

Podemos usar a distribuicao de Bose-Einstein.

1

N ( E)=
BE( ) e(er/KT_l




Os fotons podem ser absorvidos ou emitidos pelas paredes da
cavidade; desta forma, o numero total de particulas do sistema

nao é conservado, isto é, nao é constante. Neste caso a = 0 e
portanto:

Definindo para o problema em questdo:

® N(E)dE, numero de estados quanticos no intervalo de energia entre
E e E+dE;

® n(E), numero provavel de fotons por estado qudntico;

® n(E)N(E)dE, numero de fotons no intervalo de energia entre E e
E+dE.



Vamos usar entao o resultado obtido quando consideramos
apenas o carater ondulatério dos fotons em uma cavidade,

83tV

C3

N(v)dv= vidv

Usando a relacéo E=hv, para a energia do féton associado,
temos:

VZZE—Z d\/zd—E
h’ h



A energia por unidade de volume no intervalo entre E e E+dE,
p.(E)dE, e dada por:

Numero de fotons no intervalo energia associada
de energia entre E e E+dE, X a cada féton, E
n(E)N(E)dE

Volume da cavidade, V

Agora podemos obter a energia por unidade de volume no
intervalo de energia entre E e E+dE.



Temos entao:

En(E)N(E)dE
o, (E)dp=1EIN(E)
ou ainda:
E 1 8mV E*dE 8T E’dE
pr(E)dE = V<eE/KT_1> I I = C3h3<eE/KT_1)
3 3
pr(v)dv= 3 B h v hdv

c (ehv/KT_l)hB



2
pT(v)dVZBTW hv dv

3 hv/ KT
e —1

Note que a radiacdo da cavidade foi considerada como um conjunto
de particulas indistinguiveis, fotons, cabendo portanto a aplicacdo da
distribuicdo de Bose-Einstein.

Este resultado é identico ao obtido por Planck para a radiacdo de
corpo negro, quantizando os modos de vibracdo da cavidade e
aplicando a estatistica de Boltzmann.



®Condensado de Bose — comparacdo entre comportamentos
classicos e quanticos de um gds

NOo caso que vamos examinar, o numero N de particulas do

sistema permanece fixo e 0 parametro a pode ser
determinado impondo a condi¢cao de normalizacao:

NtotZT n(E)N(E)dE

* N(E)dE, numero de estados quanticos do sistema, no intervalo de
energia entre E e E+dE;

* n(E), numero provavel de bosons por estado quantico.



N(E)dE pode ser obtido através da determinacao e contagem
dos niveis de energia permitidos neste sistema. Para tal,
considera-se a solucao da equacao de Schroedinger para um
poco de potencial quadrado tridimensional infinito.

A energia dos niveis para as particulas do gas de bdsons
dentro do poco de lado a € dada por:

hZ
8 ma

E =

2 2 2 —
s(ny+n+n;), n,n,n=0,1,2,..

ldentificando cada ponto do espacgo por r:\/ni—l—nzy—k n.,
temos para a energia:

h2

E= r’=Cr?

2

Sendo C = h%/8ma?



O numero de estados permitidos entre camadas concéntricas
de raio r e r+dr, € dado por:

2
Trodr

N(r)dr= >

gue vamos expressar em termos da energia de cada estado.

dE =2 Crdr»rdr=—-_dE
2C

(E 1/2
r=(—=| ,logo
2" g

1/2
N(r)drzﬂidE(E)
22C \C



4tV
h3

N(E)dE= 2m*)"*E"*dE

Que € o numero de estados de energia entre E e E+dE



O numero total de bosons do sistema sera portanto:

<2m3)1/2 E1/2 dE

3 E/KT
h ete’ T —1

Nmt:].i 4tV
0

A integral é resolvida através de uma expansao em série de
poténcias do parametro e, resultando em:

3/2
e ey, A L

NtOt_ h3 23/2A 33/2 A2

com e” = A.



® Para grandes valores de m e/ou T, e, deve ser pequeno, visto que
N , o nimero total de particulas do sistema é fixo.

Termos superiores a primeira ordem podem ser desprezados,
resultando em:

_(2anT)3’2VA B (2anT)3’2Ve_a

Ntot_ h3 h3

Esta condicdo corresponde a regidao classica e assim, como esperado,
reproduz o resultado classico obtido atraves da distribuicdo de
Boltzmann.



Observamos ainda que para este sistema, cujo numero total de
particulas é fixo, a deve ser muito grande (A € muito pequeno),
engquanto que a = 0 para sistemas onde N varia.

N, h°

—X tot

e =
(2Tt mKT)*"*Vv

Vamos agora examinar a energia total do sistema, sendo um gas
ideal. Podemos expressa-la como:

o0

E,=| En(E)N(E)dE

0



Mais uma vez o resultado da integral € expresso por uma série
de poténcias:

E:(anKT)3/2V(3 )

—~KT
h’ 2

1+L e_o‘+L e 4.

e_O(
5/2 5/2
2 3

Considerando apenas termos ate primeira ordem temos:

E= s N, KT ou iziKT
2 N 2

tot
tot

Que reproduz o resultado da equiparticdo classica de energia.



Considerando os termos até a segunda ordem(A?):

_ | N K
EZL:iKT 1- g/z = 3/2
Ntot 2 i 2 V(ZT(mKT) _
O termo
1 N h

2°2 V(2 mKT )

¢ chamado de termo de degenerescencia e corresponde ao desvio do
gas de Bose do comportamento de um gas classico.



Termo de degenerescencia:

® ¢ negativo, logo a energia média por particulas para um gas de
bosons é menor do que para um gas classico. Portanto para niveis de

energia mais baixos,n._ >n_ .
BE Boltz

Para uma mesma temperatura, a pressdo em um gds de Bose-
Einstein é menor do que a de um gas classico;

®¢ desprezivel para a maioria dos gases, sendo aproximadamente
10°, dai a distribui¢cdo de Boltzmann se aplica quase universalmente
a eles;

®¢ mais significativo para pequenas massas m, baixas temperaturas

T e maiores densidades N tot/V.

O efeito de degenerescéncia pode ser observado no He* ao examinar
o chamado condensado de Bose-Einstein.



* Aplicacébes da estatistica de Fermi-Dirac

eGas de Elétrons Livres

O comportamento de um gas ideal de fermions, pode ser
estudado de modo similar ao procedimento utilizado para um

gas de bosons.

A energia media por particula neste caso é dada por:

1 Ntoth

E=
2°"? vV (2 mKT)**

= EKT 1+
N 2

Neste caso, o termo de degenerescéncia é positivo.



Termo de degenerescencia

® ¢ positivo, logo a energia média por particulas para um gas de
férmions é maior que para um gas classico. Portanto para niveis de

energia mais baixos,n__ <n__ .

Para uma mesma temperatura, a pressdo em um gas de Fermi-Dirac
€ maior do que a de um gas classico;

® ¢ mais significativo para pequenas massas m, baixas temperaturas

T e maiores densidades N wt/V.

Os efeitos da degenescencia sdo mais fdaceis de serem detectados em
um gas de eletrons, ja que a massa dos elétrons é muito menor que a
massa de qualquer atomo.



Como exemplo de um sistema que pode ser tratado como um
gas de férmions, temos os eletrons de conducao em um metal.

Um resultado interessante € a obtencao da energia de Fermi,
para T=0:

h2 IN 2/3
5

gue representa uma boa aproximacao para a maioria dos
metais, para temperaturas KT<<E, deixando de ser valida

somente para temperaturas da ordem de varios milhares de
graus.
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